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Resumen
Gran parte de los materiales presentan un comportamiento termovis-
copla´stico, existiendo numerosas aplicaciones en las que el estudio del
efecto de la temperatura y de la velocidad de deformacio´n es indispensa-
ble, justificando la necesidad de avanzar en su conocimiento y modeliza-
cio´n. En esta Tesis Doctoral se presenta un modelo de plastificacio´n para
el estudio del comportamiento termoviscopla´stico de pol´ımeros, partiendo
de otros recogidos en la literatura y considerando ecuaciones constitutivas
adicionales.
Se ha desarrollado un algoritmo consistente para integrar impl´ıcitamente
las ecuaciones constitutivas del modelo, que recoge las caracter´ısticas fun-
damentales del comportamiento de estos materiales, como es la influencia
de la velocidad de deformacio´n, de la temperatura y del estado tensional
a trave´s de tres invariantes del tensor de tensiones, as´ı como las posibles
diferencias de comportamiento entre traccio´n y compresio´n presentes en
los pol´ımeros. El algoritmo se ha implementado mediante una subrutina
de usuario de un co´digo comercial de Elementos Finitos.
La verificacio´n del modelo propuesto se ha realizado empleando un pol´ıme-
ro de referencia (PMMA). Para ello, ha sido necesario realizar una cam-
pan˜a experimental que incluye ensayos de caracterizacio´n del material
y diferentes ensayos que permiten estudiar la influencia de los distintos
factores en su comportamiento. Concretamente, se han llevado a cabo
ensayos de calibracio´n de ciertos para´metros del modelo y, finalmente,
ensayos de validacio´n que permiten contrastar las predicciones nume´ricas
con su correspondiente resultado experimental.

Abstract
Most materials presents thermo-viscoplastic behavior, existing several ap-
plications where the effects of temperature and strain rate are essential,
so it is necessary to improve its knowledge and modelling. In this Ph.D.
Thesis, it is developed a plasticity model to study the thermo-viscoplastic
behavior of polymers, considering previous models included in the biblio-
graphy.
A consistent algorithm has been proposed to integrate implicitly the cons-
titutive equations of the model, taking into account the effects of strain
rate, temperature and stress state, considering three invariants of the
stress tensor. Moreover, it incorporates the differences between the tensi-
le and compressive behaviors. The algorithm has been implemented as a
user’s subroutine in a Finite Element commercial code.
The model has been verified using a specific polymer (PMMA). To do this,
experimental tests have been carried out, including the characterization
of the material, to study the influence of the parameters of the model. In
particular, some parameters have been calibrated and, finally, the model
has been validated comparing numerical with experimental results.
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Cap´ıtulo 1
Introduccio´n y objetivos
En este cap´ıtulo se presentan una introduccio´n a la Tesis Doctoral y los
objetivos marcados en la misma.
2 Ec. constitutivas de materiales termoviscopla´sticos. Aplicacio´n a un pol´ımero de uso estructural
1.1. Motivacio´n
El estudio cla´sico del comportamiento elastopla´stico de los materiales
empleados en ingenier´ıa se basa en los trabajos de Tresca, Saint-Venant,
Le´vy y Bauschinger del siglo XIX, y de Prandtl, Von Mises y Reuss del si-
glo XX. En ellos, se introducen los conceptos de deformacio´n irreversible,
criterio de plastificacio´n y endurecimiento por deformacio´n, adema´s de la
forma incremental de las ecuaciones constitutivas de dicho comportamien-
to. El modelo ma´s utilizado es el de plasticidad J2, donde la superficie de
plastificacio´n viene dada u´nicamente por el segundo invariante del tensor
de tensiones desviador, J2, y que puede incluir efectos de la velocidad de
deformacio´n y de la temperatura.
Debido a sus propiedades, los pol´ımeros han incrementado su utilizacio´n
respecto a otros materiales, en aplicaciones para automocio´n, aeronaves
civiles y militares, aplicaciones o´pticas y biome´dicas, aplicaciones estruc-
turales (paneles, tuber´ıas, etc.) y art´ıculos deportivos, dome´sticos y de
oficina. Tambie´n se utilizan pol´ımeros en la fabricacio´n de productos de
consumo e industriales, tales como recipientes para alimentos y bebi-
das, anuncios, vitrinas, art´ıculos dome´sticos y textiles, lentes y productos
electro´nicos y ele´ctricos (Figura 1.1).
Este hecho refleja las ventajas que tienen los pol´ımeros en funcio´n de sus
caracter´ısticas: resistencia a la corrosio´n y a productos qu´ımicos, bue-
na relacio´n entre su resistencia meca´nica y su peso, baja conductividad
ele´ctrica y te´rmica, reduccio´n de ruido, facilidad de manufactura, y cos-
to relativamente bajo, entre otras, destacando tambie´n en determinados
pol´ımeros su alta resistencia frente a impacto (Figura 1.2).
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Figura 1.1: Algunas aplicaciones industriales y biome´dicas de los pol´ımeros: (a) Tu-
ber´ıas, (b) Recipientes, (c) Componentes electro´nicos, (d) Co´rnea artificial, (e) Material
biome´dico, (f) Pro´tesis dentales.
Figura 1.2: Aplicaciones de algunos pol´ımeros frente a impacto.
En los pol´ımeros, el comportamiento elastopla´stico no se puede describir
u´nicamente con propiedades intr´ınsecas al material, sino que adema´s pue-
de depender del campo tensional inducido por las solicitaciones externas.
Por ejemplo, en la mayor´ıa de los materiales polime´ricos, el comporta-
miento meca´nico es dependiente de la triaxialidad y del para´metro de
Lode, hecho que no ocurre en otros materiales, como algunos metales.
Con el objeto de avanzar en el conocimiento del comportamiento meca´ni-
co de los pol´ımeros, en esta tesis doctoral se ha desarrollado un modelo
de comportamiento termoviscopla´stico, que adema´s de la velocidad de
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deformacio´n y de la temperatura, incluye el efecto de la triaxialidad y del
para´metro de Lode, as´ı como las diferencias que estos materiales presen-
tan entre sus comportamientos a traccio´n y a compresio´n.
Se ha establecido un modelo de comportamiento basado en ecuaciones
constitutivas, que supone una generalizacio´n de otros modelos de partida
ya existentes en la literatura. El modelo se ha implementado nume´rica-
mente a trave´s del Me´todo de los Elementos Finitos, lo que ha permitido
analizar la influencia de los para´metros del modelo en el comportamiento
del material bajo diferentes niveles de triaxialidad, para´metro de Lode,
velocidad de deformacio´n y temperatura.
La viabilidad del procedimiento establecido se ha estudiado a trave´s de un
pol´ımero concreto termopla´stico y amorfo, el Polimetilmetacrilato (PM-
MA), cuya estructura esta´ compuesta por una cadena carbonatada en la
que el sustituyente principal es un grupo funcional del tipo COOCH3.
Su estructura molecular es lineal, con bajos niveles de entrecruzamiento
y de cristalinidad, caracter´ısticas que hacen que su comportamiento se
vea afectado de manera importante por la temperatura y la velocidad
de deformacio´n, incluso en el rango de velocidades de deformacio´n bajas
[1, 2].
Las predicciones obtenidas por el modelo nume´rico se han comparado con
resultados experimentales, teniendo en consideracio´n la influencia de los
factores mendionados anteriormente (temperatura, velocidad de deforma-
cio´n, triaxialidad, etc.). Previamente, se ha caracterizado el material para
conocer las relaciones constitutivas requeridas en el modelo matema´tico.
Por otra parte, para´metros necesarios tales como el calor espec´ıfico y el
coeficiente de dilatacio´n te´rmica, entre otros, han sido extra´ıdos de la
literatura.
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Tratando de contribuir en esta direccio´n, esta Tesis se ha planteado alre-
dedor de la modelizacio´n del comportamiento meca´nico de los materiales
polime´ricos, bajo las caracter´ısticas expuestas, y teniendo en considera-
cio´n los factores anteriores. Se ha propuesto un modelo de comportamien-
to termoviscopla´stico, se ha implementado nume´ricamente en un co´digo
de Elementos Finitos y, finalmente, se ha calibrado y validado para un
pol´ımero espec´ıfico, el PMMA, constrastando resultados nume´ricos con
sus correspondientes experimentales.
1.2. Objetivos
El principal objetivo de esta Tesis Doctoral es el desarrollo y la aplicacio´n
de un procedimiento que permita estudiar el comportamiento termovis-
copla´stico de materiales polime´ricos, ya que su comportamiento se ve
afectado por factores recogidos en modelos constitutivos complejos, como
son la velocidad de deformacio´n, la temperatura, la diferencia entre los
comportamientos a traccio´n y a compresio´n, y tres invariantes represen-
tativos del estado tensional.
La metodolog´ıa debe ser versa´til, para poder resolver problemas con di-
ferentes geometr´ıas y condiciones de carga, y ser implementable en co´di-
gos de simulacio´n nume´rica. Concretamente, un algoritmo de integracio´n
impl´ıcita sera´ implementado en el programa comercial de Elementos Fini-
tos ABAQUS [3]. El modelo sera´ calibrado y validado experimentalmente
para el pol´ımero PMMA.
Para alcanzar el objetivo fundamental planteado, se han llevado a cabo
las siguientes actividades:
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Estudio de modelos constitutivos de comportamiento de materia-
les polime´ricos existentes en la literatura, destacando sus ventajas
e inconvenientes y analizando su aplicabilidad en el contexto de la
Meca´nica de Medios Continuos.
Formulacio´n de un nuevo modelo constitutivo y la implementacio´n
nume´rica en un co´digo comercial de Elementos Finitos de un me´todo
de integracio´n impl´ıcita de sus ecuaciones.
Comparacio´n de resultados experimentales con su correspondiciente
prediccio´n nume´rica. La calibracio´n y validacio´n del modelo constitu-
tivo se ha realizado para el pol´ımero PMMA, ya que es representativo
del modelo planteado, al verse influenciado su comportamiento por
todos los para´metros y variables remarcados anteriormente. Previa-
mente, se ha caracterizado el material a traccio´n y a compresio´n.
1.3. Aportaciones de la Tesis
Las aportaciones originales de la presente Tesis Doctoral se recogen en
los siguientes puntos:
Se ha desarrollado un algoritmo impl´ıcito de integracio´n consistente
de las ecuaciones constitutivas del modelo de comportamiento pro-
puesto, donde intervienen como para´metros ma´s importantes la velo-
cidad de deformacio´n, la temperatura y tres invariantes representa-
tivos del estado tensional existente, as´ı como las posibles diferencias
entre los comportamientos a traccio´n y a compresio´n.
Se ha obtenido una expresio´n exacta para el operador tangente con-
sistente, tambie´n denominado Jacobiano, que reduce el coste compu-
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tacional en la implementacio´n del algoritmo.
Se ha implementado el modelo, junto con el ca´lculo del operador
tangente anterior, a trave´s de una subrutina de usuario en el co´digo
comercial de Elementos Finitos ABAQUS.
Se ha calibrado y validado el modelo para el pol´ımero PMMA, con-
trastando resultados experimentales con sus correspondientes nume´ri-
cos. Para ello, se han realizado distintos tipos de ensayo bajo diferen-
tes condiciones de carga, velocidad de deformacio´n y temperatura,
con el fin de recoger la influencia de los distintos para´metros repre-
sentativos del modelo.
1.4. Contenido de la Tesis
El presente cap´ıtulo constituye la introduccio´n a esta Tesis Doctoral, don-
de se presenta una justificacio´n de la misma y se describen los objetivos
a alcanzar.
En el segundo cap´ıtulo se introduce el comportamiento meca´nico de los
pol´ımeros, y se realiza un ana´lisis bibliogra´fico que muestra los modelos
que han sido utilizados para el estudio de su comportamiento. Previa-
mente, se introduce el estado tensional de un so´lido, y se recuerdan los
invariantes ma´s utilizados en un ana´lisis tenso-deformacional general.
En el tercer cap´ıtulo se desarrolla el algoritmo nume´rico correspondien-
te al modelo de comportamiento propuesto en esta Tesis Doctoral, y se
implementa en el co´digo comercial de Elementos Finitos ABAQUS.
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En el cuarto cap´ıtulo se describe el procedimiento experimental, que com-
prende ensayos a diferentes temperaturas y velocidades de deformacio´n.
Se incluyen ensayos de caracterizacio´n a traccio´n y a compresio´n del ma-
terial de referencia utilizado, as´ı como otros espec´ıficos que tienen como
finalidad estudiar la influencia de la temperatura, la velocidad de de-
formacio´n y distintos invariantes tensionales en el comportamiento del
material.
En el quinto cap´ıtulo se reproducen nume´ricamente los ensayos realizados
en el cap´ıtulo anterior, con la finalidad de calibrar ciertos para´metros del
modelo y su posterior validacio´n.
En el sexto cap´ıtulo de presentan las principales conclusiones extra´ıdas,
as´ı como los posibles trabajos futuros que podr´ıan derivarse del presente
estudio.
Cap´ıtulo 2
Ecuaciones constitutivas en
pol´ımeros
En este cap´ıtulo se introduce el comportamiento meca´nico de los pol´ıme-
ros, y se realiza un estudio bibliogra´fico que muestra los modelos que han
sido utilizados para su estudio.
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2.1. Representacio´n del estado tensional de un so´li-
do
En el presente apartado se introduce el estado tensional general en un so´li-
do, con la finalidad de definir y justificar los invariantes tensionales que
sera´n parte fundamental del modelo nume´rico que se tratara´ en cap´ıtulos
posteriores. Con ello, se obtendra´ el nu´mero mı´nimo de invariantes nece-
sarios para caracterizar el estado tensional existente en un punto de un
so´lido general, y se definira´n los ma´s utilizados para este fin.
Sea σ el tensor de tensiones en un elemento diferencial de volumen de un
so´lido, y σ1, σ2 y σ3 sus tensiones principales. Los invariantes de σ vienen
dados por:
I1 = σ : 1 (2.1)
I2 =
1
2
σ : σ (2.2)
I3 = det (σ) (2.3)
donde 1 es el tensor de tensiones unitario de orden 2, dado por 1ij = δij,
siendo δij la funcio´n delta de Kronecker.
Se define el tensor de tensiones desviador, s, como:
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s = σ
I1
3
1 (2.4)
cuyos invariantes son:
J1 = 0 (2.5)
J2 =
1
2
s : s (2.6)
J3 = det (s) (2.7)
La tensio´n equivalente de Von Mises y la tensio´n hidrosta´tica se definen
como:
σeq =
√
3J2 (2.8)
σh =
I1
3
(2.9)
Conside´rese un elemento diferencial de volumen sujeto a un estado tensio-
nal general, y def´ınase el sistema de coordenadas dado por sus direcciones
principales (Figura 2.1).
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Figura 2.1: Tensiones y direcciones principales de un elemento diferencial de volumen
de un so´lido.
En el espacio anterior (Figura 2.2), se define un punto N tal que la recta
dada por ON forma a´ngulos iguales con los ejes de coordenadas. El plano
que pasa por el origen de coordenadas y es normal a la recta anterior se
denomina plano pi.
Figura 2.2: Definicio´n gra´fica del plano pi utilizado para el ana´lisis tensional de un so´lido.
Se puede comprobar que cada punto de la recta ON representa un estado
de tensio´n hidrosta´tica pura, siendo la tensio´n hidrosta´tica nula en los
puntos contenidos en el plano pi.
Conside´rese un estado tensional arbitrario dado por un punto P con com-
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ponentes σ1, σ2 y σ3 (Figura 2.3). El vector 
OP se puede descomponer
en dos componentes, una perpendicular al plano π, 
a, y otra paralela, 
r.
Figura 2.3: Representacio´n gra´fica del estado tensional en un elemento diferencial de
volumen gene´rico.
Se puede verificar que:
a =
∇
3σh (2.10)
r =
2
3
σeq (2.11)
Adicionalmente, se define la triaxialidad, T , como el cociente entre la
tensio´n hidrosta´tica y la tensio´n equivalente de Von Mises:
T =
σh
σeq
(2.12)
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por tanto:
T =
∇
2
3
a
r
(2.13)
A la vista de la representacio´n gra´fica anterior, existen infinitos estados
tensionales con la misma triaxialidad, dados por los puntos de la superficie
de un cono de directriz ON .
Para obtener diferentes estados con la misma triaxialidad, se conside-
rara´ la proyeccio´n del punto P en el plano pi (Figura 2.4), observando que
e´sta es u´nica para una triaxialidad dada.
Figura 2.4: Definicio´n gra´fica del a´ngulo de Lode, θ.
La posicio´n del punto P proyectado, P ’, vendra´ dada por la distancia al
origen, r, y el a´ngulo que forma con la horizontal, θ. Se puede comprobar
que θ, tambie´n denominado a´ngulo de Lode, viene dado por:
tan θ =
2σ3 σ2 σ1∇
3 (σ2 σ1)
(2.14)
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o, equivalentemente:
cos
)
3θ +
π
2
(
=
9J3
2
∇
3J
3/2
2
≤ ξ (2.15)
siendo ξ el para´metro de Lode. Por tanto, queda demostrado que un estado
tensional cualquiera viene determinado un´ıvocamente por tres invariantes
tensionales independientes entre s´ı, siendo las combinaciones ma´s comunes
(σ1, σ2, σ3), (I1, J2, J3) y (σeq, T, ξ).
Las definiciones de triaxialidad y de para´metro de Lode se muestran,
por ejemplo, en los estudios [4] y [5], donde se describen algunas de sus
aplicaciones en el ana´lisis del comportamiento meca´nico de materiales.
2.2. Caracter´ısticas termomeca´nicas generales de los
pol´ımeros
Los pol´ımeros esta´n formados por mole´culas orga´nicas con pesos molecu-
lares desde 104 hasta 106 g/mol. Las propiedades ma´s importantes, que
hacen de los pol´ımeros materiales de gran intere´s industrial, son:
Baja densidad
Elevada relacio´n resistencia frente a peso
Alta resistencia a la corrosio´n y a los productos qu´ımicos
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Baja conductividad te´rmica y ele´ctrica
Facilidad de manufactura
Coste relativamente bajo
Entre sus aplicaciones destacan la fabricacio´n de piezas te´cnicas de la
industria de la construccio´n, piezas y componentes aerona´uticos y de au-
tomocio´n, equipamiento biome´dico y materiales aislantes en la industria
ele´ctrica y electro´nica, entre otras. En la Figura 2.5 se muestra una com-
parativa entre las principales familias de materiales, donde se representan
la resistencia meca´nica frente al coste, y el mo´dulo de elasticidad frente
a la densidad [6].
Figura 2.5: Comparativa entre las propiedades meca´nicas de los principales grupos de
materiales existentes [6].
Desde un punto de vista termomeca´nico, los pol´ımeros se clasifican en
termopla´sticos, termoestables y elasto´meros [7].
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Los termopla´sticos se componen de largas cadenas moleculares producidas
al unir mole´culas ma´s pequen˜as, y t´ıpicamente presentan un comporta-
miento elastopla´stico relativamente du´ctil, experimentando un ablanda-
miento si se aumenta su temperatura. Son aproximadamente dos o´rdenes
de magnitud menos r´ıgidos que los metales, y su resistencia meca´nica es
un orden de magnitud inferior. Destaca su alta sensibilidad a la velocidad
de deformacio´n y presentan una temperatura de transicio´n v´ıtrea, Tg, por
encima de la cual muestran un comportamiento viscoso. El efecto de la
temperatura en su resistencia y rigidez es similar a los metales, es decir, a
mayor temperatura, e´stas se reducen. Asimismo, se ablandan al aumentar
la temperatura, recuperando sus propiedades originales al enfriarse.
Los pol´ımeros termoestables esta´n compuestos por cadenas de mole´culas
con fuertes enlaces cruzados entre ellas, para formar estructuras de redes
tridimensionales. Generalmente, son ma´s resistentes que los termopla´sti-
cos, aunque ma´s fra´giles. No poseen una temperatura de transicio´n v´ıtrea
definida, y a diferencia de los termopla´sticos, su resistencia y rigidez se ven
menos afectadas por la temperatura y por la velocidad de deformacio´n.
En general, poseen mejores propiedades termomeca´nicas, sin embargo, si
se incrementa lo suficiente la temperatura, se degradan de manera irre-
versible.
Los elasto´meros tienen una estructura molecular intermedia a los ante-
riores, que presenta una ligera formacio´n de enlaces cruzados entre las
cadenas. Tienen la capacidad de sufrir grandes deformaciones ela´sticas
sin apenas sufrir deformaciones irreversibles, y poseen una temperatura
de transicio´n v´ıtrea relativamente baja.
Se observa que, en general, las caracter´ısticas meca´nicas de los pol´ımeros
son sensibles a la velocidad de deformacio´n y a la temperatura. Su Mo´dulo
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de Young puede varias varios o´rdenes de magnitud dependiendo de sus
caracter´ısticas, mientras que en los materiales meta´licos tradicionales los
valores son mayores con un intervalo menor de variacio´n. La resistencia
meca´nica de los pol´ımeros es, como ma´ximo, del orden de 100 MPa,
mientras que la de algunas aleaciones meta´licas puede llegar a valores
cercanos a 1000 MPa [8, 9]. En la Tabla 2.1 se muestran los valores
caracter´ısticos de las propiedades termomeca´nicas ma´s relevantes para
los materiales polime´ricos, meta´licos y cera´micos ma´s utilizados.
PROPIEDAD Pol´ımeros Metales Cera´micas
Densidad (kg/m3) 1000-1500 2500-15000 2500-10000
Mo´dulo de Young (GPa) 0.1-10.0 40-400 10-500
Resistencia a la traccio´n (MPa) 20-150 100-1000 150-400
Resistencia a la compresio´n (MPa) 50-500 100-500 1500-4000
Tenacidad de fractura (MPam1/2) 0.5-5.0 10-200 0.2-5.0
Conductividad te´rmica (W/moC) 0.2-0.5 10-400 10-100
Calor espec´ıfico (J/kgoC) 1000-2000 100-1000 1000-1500
Temp. ma´xima de utilizacio´n (oC) 50-200 200-2000 1500-3000
Tabla 2.1: Propiedades termomeca´nicas de los materiales polime´ricos, meta´licos y
cera´micos ma´s utilizados.
Las caracter´ısticas meca´nicas de los materiales polime´ricos son mucho ma´s
sensibles a las variaciones de temperatura y de velocidad de deformacio´n
que las de los metales. Generalmente, el aumento de la temperatura o la
disminucio´n de la velocidad de deformacio´n producen una disminucio´n de
la resistencia meca´nica y un aumento en la ductilidad del material (ve´an-
se, por ejemplo, [10-14]). En la Figura 2.6 se ilustra este comportamiento
en el pol´ımero Policarbonato (PC), mostrado en el trabajo de Richeton
et al. [10].
Como han puesto de manifiesto diferentes autores, un aspecto relevante
del comportamiento meca´nico de la mayor´ıa de los pol´ımeros es su dife-
rente respuesta en traccio´n y compresio´n, tanto en condiciones esta´ticas
(Ward y Hadley, 1993 [15]), como dina´micas (Chen et al., 2002 [16]; Wu
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Figura 2.6: Curvas tensio´n-deformacio´n para el pol´ımero Policarbonato (PC): (a) T =
25oC, (b) ϵ˙ = 0,01 s−1 [10].
et al., 2004 [17]), siendo mayor la diferencia al aumentar la velocidad de
deformacio´n. La razo´n radica en la estructura molecular, que ofrece en
general una mayor resistencia a rotura a compresio´n que a traccio´n [18-
20]. La resistencia meca´nica de los pol´ımeros puede llegar a ser del orden
de un 100% mayor a compresio´n que a traccio´n, con una deformacio´n
de rotura a compresio´n que puede alcanzar valores de orden unidad en
muchos casos, siendo pra´cticamente inapreciable a traccio´n. Este hecho
sera´ clave a la hora de establecer modelos de comportamiento meca´nico
aplicables a materiales polime´ricos.
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Los mecanismos de deformacio´n contribuyen a controlar las caracter´ısti-
cas meca´nicas de los materiales, en particular de los pol´ımeros. La mayor´ıa
tienen una cristalinidad parcial, donde las regiones cristalinas esta´n dis-
tribuidas dentro de las regiones amorfas. Esta distribucio´n corresponde a
una estructura de la´minas cristalinas, separadas por material amorfo, que
esta´n interconectadas mediante cadenas de unio´n que lo cruzan. El me-
canismo de deformacio´n se describe en funcio´n de las interacciones de las
la´minas cristalinas con las regiones amorfas intermedias, como respuesta
al esfuerzo aplicado, proceso que ocurre en varias etapas [8].
Las propiedades meca´nicas de los pol´ımeros se ven influenciadas tambie´n,
en gran medida, por la magnitud de las fuerzas intermoleculares de´biles.
En las regiones cristalinas, donde las cadenas moleculares esta´n empaque-
tadas y dispuestas ordenadamente, suelen encontrarse enlaces secundarios
entre cadenas adyacentes. Estos enlaces secundarios son menos numerosos
en las regiones amorfas, donde las cadenas esta´n desalineadas, por tan-
to, un aumento en la cristalinidad mejora generalmente las propiedades
meca´nicas [8, 21].
El peso molecular es otra caracter´ıstica que influye de manera importante
en su comportamiento meca´nico, observando que en los pol´ımeros de bajo
peso molecular la resistencia meca´nica aumenta al hacerlo e´ste, mientras
que en los de mayor peso molecular es pra´cticamente independiente del
mismo [9, 22]. Por ejemplo, el Polimetilmetacrilato presenta un peso mo-
lecular de valor 100,12 g/mol y una resistencia meca´nica a traccio´n del
orden de 80MPa (25oC), mientras que el Polietileno tiene un peso mole-
cular de 28,05 g/mol y una resistencia meca´nica a traccio´n del orden de
15MPa (25oC).
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Puesto que las propiedades meca´nicas de los pol´ımeros son sensibles a la
temperatura, es interesante analizar los factores que afectan a sus tem-
peraturas de transicio´n v´ıtrea, Tg, y de fusio´n, Tf , ya que e´stas van a
determinar necesariamente una temperatura ma´xima de utilizacio´n del
material [23]. La temperatura Tg se ve influenciada por su estructura
molecular, ya que cuanto ma´s r´ıgida sea e´sta la probabilidad de que ex-
perimente un movimiento de vibracio´n cuando la temperatura aumenta es
menor, y por tanto el valor de Tg es mayor. Asimismo, el nivel de entrecru-
zamiento molecular tambie´n afectara´ a Tg, aumentando la temperatura
de transicio´n v´ıtrea al hacerlo e´ste [10, 21].
Desde el punto de vista de la modelizacio´n de su comportamiento termo-
viscopla´stico, es importante remarcar que en la mayor´ıa de los pol´ımeros
dicho comportamiento se ve altamente influenciado por el estado tensio-
nal presente en el material. Los estudios estructurales de la teor´ıa cla´sica
de la plasticidad se basan u´nicamente en el segundo invariante del tensor
de tensiones desviador, J2, para describir la respuesta meca´nica frente
a solicitaciones externas. Esta consideracio´n ha obtenido buenos resulta-
dos en muchas aplicaciones de cara´cter ingenieril, y en la actualidad se
siguen utilizando. Sin embargo, diversas investigaciones han demostrado
que es insuficiente para el estudio de la mayor´ıa de los pol´ımeros (ve´ase,
por ejemplo, [18]), siendo necesaria la inclusio´n de invariantes tensionales
adicionales.
Por otra parte, la diferencia de comportamientos entre traccio´n y compre-
sio´n debe estar tambie´n representada en el modelo de comportamiento,
hecho que no ocurre en los modelos cla´sicos basados u´nicamente en el
invariante J2, como pueden ser los criterios de plastificacio´n de Von Mises
y de Tresca. Tambie´n debe recogerse la sensibilidad de estos materiales a
los cambios de temperatura y de velocidad de deformacio´n.
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A continuacio´n, se presenta un ana´lisis bibliogra´fico que justifica estas
consideraciones, y que supone un punto de partida para la propuesta de
un modelo de comportamiento termomeca´nico aplicable a pol´ımeros.
2.3. Modelos constitutivos en pol´ımeros
2.3.1. Generalidades
El continuo incremento en el uso de pol´ımeros en aplicaciones de cara´cter
ingenieril requiere un constante desarrollo de modelos constitutivos desti-
nados a reproducir su comportamiento durante el proceso de fabricacio´n o
durante su vida en servicio. Son numerosos los estudios que han analizado
experimentalmente el comportamiento de materiales polime´ricos en esta-
dos de carga uniaxial o biaxial, sin embargo, no se conoce en profundidad
su respuesta meca´nica en casos ma´s complejos de carga.
Modelos reolo´gicos viscopla´sticos, basados en la combinacio´n de elementos
analo´gicos de tipo resorte, amortiguador viscoso y elementos friccionales,
fueron desarrollados con el objetivo de reproducir el comportamiento ten-
sio´n-deformacio´n en estados de carga uniaxial y en procesos de fluencia
y relajacio´n (Bardenhagen et al., 1997 [24]; Khan y Zhang, 2001 [25]).
Estos modelos constitutivos anulaban los efectos viscosos en la respuesta
volume´trica del material. Los autores observaron que se obten´ıan bue-
nas predicciones tensodeformacionales u´nicamente en estados de carga
a compresio´n, sin embargo, no reproduc´ıan adecuadamente procesos de
descarga ni de relajacio´n en el material. Para mejorar las predicciones,
introdujeron en sus modelos nuevos elementos analo´gicos de comporta-
miento, obteniendo as´ı mejores resultados en escalas de tiempo grandes,
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a costa de incrementar el nu´mero de para´metros. Los nuevos modelos
eran relativamente sencillos de aplicar, sin embargo, sus predicciones eran
cualitativas, y no inclu´ıan el efecto que la tensio´n hidrosta´tica ten´ıa en el
comportamiento.
Diversas investigaciones han centrado su estudio en comprender los me-
canismos de deformacio´n viscopla´stica en pol´ımeros cristalinos y amor-
fos (Galeski, 2003 [26]; Stachurski, 1997 [27]). En 1973, Argon [28] con-
cluyo´ que el flujo pla´stico en pol´ımeros cristalinos comienza cuando el ni-
vel de carga supera la resistencia molecular a la rotacio´n, encontra´ndose
posteriormente una fase de ablandamiento del material. En 2001, Meyer y
Pruitt [29] analizaron los mecanismos de deformacio´n pla´stica en pol´ıme-
ros semicristalinos, concluyendo que el flujo pla´stico se inicia en la fase
amorfa.
La mayor´ıa de los ana´lisis estructurales han utilizado la teor´ıa cla´sica
de la plasticidad, basada u´nicamente en el invariante J2, para describir
la respuesta meca´nica de aleaciones meta´licas. Esta teor´ıa asume que la
tensio´n hidrosta´tica y el para´metro de Lode no tienen influencia en el flujo
pla´stico. A pesar de que la teor´ıa J2 cla´sica ha obtenido buenos resultados
en muchas aplicaciones, se observo´ que no predec´ıa satisfactoriamente el
comportamiento de los geomateriales y de los pol´ımeros, apareciendo por
tanto la necesidad de incorporar la tensio´n hidrosta´tica (o´ en su lugar T )
y el invariante J3 (o´ equivalentemente θ o´ ξ) en sus modelos constitutivos
de comportamiento (ve´anse, por ejemplo, [30-37]).
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2.3.2. Introduccio´n del invariante I1
Las primeras investigaciones referentes a la influencia del estado tensional
en el comportamiento de los materiales datan de 1923, y fueron desarro-
lladas por Ludwik y Scheu [38]. Los autores consideraron que la fractura
de metales du´ctiles estaba gobernada por su curva tensio´n-deformacio´n,
y afirmaron que e´sta pod´ıa ser obtenida a trave´s de ensayos de traccio´n
en probetas cil´ındricas con entallas de diferentes profundidades y radios
de curvatura. Los trabajos de Orowan en 1945 [39] supusieron un punto
de inflexio´n en el estudio de la f´ısica de los feno´menos de constriccio´n
pla´stica, en los que la triaxialidad es habitualmente utilizado para carac-
terizar dicho comportamiento. El trabajo experimental de Bridgman en
1952 mostro´ que la deformacio´n de fallo en un ensayo de traccio´n uniaxial
pod´ıa ser reducida si el ensayo se llevaba a cado en condiciones de presio´n
hidrosta´tica, reduciendo por tanto el valor de la triaxialidad. Hancock y
MacKenzie (1976) [40] y Hancock y Brown (1983) [41] tambie´n demos-
traron con posterioridad que la deformacio´n que inicia la fractura du´ctil
decrece con la triaxialidad.
Basado en los resultados experimentales de Spitzig et al. (1975, 1976)
[42, 43], referentes al comportamiento en traccio´n y compresio´n de algunas
aleaciones meta´licas de alta resistencia, Brunig (1999) [44] presento´ una
fomulacio´n de un criterio de plastificacio´n basado en los invariantes I1 y
J2, para reproducir el efecto de la tensio´n hidrosta´tica en el flujo pla´stico.
Existe un acuerdo generalizado, basado en observaciones experimentales,
sobre el hecho de que la tensio´n hidrosta´tica influye notablemente en el
comportamiento de ciertos pol´ımeros. Por consiguiente, los criterios de
plastificacio´n tradicionales como el de Von Mises y de Tresca, que han
sido ampliamente utilizados en metales, dejan de tener validez para este
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tipo de materiales.
A ra´ız de ello, histo´ricamente se han desarrollado mu´ltiples modelos que
parten de los cla´sicos y que introducen, en diferentes variantes, el primer
invariante del tensor de tensiones, I1, destacando el trabajo pionero de
Holliday et al. [45] en 1964, y los trabajos de Mears et al. [46] en 1969
(ve´anse, por ejemplo, los trabajos [18, 47-51].
Las investigaciones han concluido que los criterios cla´sicos de Von Mi-
ses y Tresca no reproducen adecuadamente el comportamiento termovis-
copla´stico de la mayor´ıa de los pol´ımeros, y han propuesto nuevos modelos
que contrastan con experimentacio´n, obteniendo resultados positivos pero
limitados a determinados rangos de validez y bajo determinadas condi-
ciones que restringen su utilizacio´n.
En este sentido, uno de los criterios de plastificacio´n que mostraba expl´ıci-
tamente la influencia del primer invariante del tensor de tensiones fue el
propuesto por Mohr Coulomb:
τoct = τ0
µ
3
I1 (2.16)
donde τoct es la tensio´n octae´drica, dada por τoct = (6J2)
1/2/3, y τ0 y µ
son constantes dependientes del material. Los l´ımites de validez de este
modelo fueron analizados por Bowden y Jukes en 1972 [52], proponiendo
adema´s un criterio alternativo basado en el criterio de Tresca:
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τmax = τ0
µ
3
I1 (2.17)
siendo τmax la tensio´n tangencial ma´xima, dada por τmax = ma´x(σi
σj)/2. En ambos modelos, la clave radica en establecer una relacio´n li-
neal entre J2
1/2 e I1. Se analizo´ su validez en estados de carga uniaxial
en diferentes pol´ımeros, y concluyeron que reproduc´ıan aceptablemente,
aunque con limitaciones, el comportamiento de estos materiales.
De entre los diferentes modelos que se han propuesto en la literatura,
destacan los modelos de Drucker-Prager [30] de 1952 y de Raghava [53]
de 1973, que han sido utilizados espec´ıficamente para algunos pol´ımeros.
El modelo de Drucker-Prager establece una relacio´n lineal entre J2
1/2 e I1
(ecuacio´n 2.18), y fue inicialmente formulado para analizar el comporta-
miento de suelos, siendo posteriormente aplicado a pol´ımeros por Rittel
y Brill [50]:
J2
1/2 + aI1 + b = 0 (2.18)
siendo a y b dependientes del cociente entre el l´ımite ela´stico a compresio´n
y a traccio´n. El modelo de Raghava, sin embargo, establece una relacio´n
lineal entre J2 e I1, y fue aplicado a pol´ımeros por Ghorbel [18]:
J2 + cI1 + d = 0 (2.19)
donde c y d dependen, de nuevo, del cociente entre el l´ımite ela´stico a
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compresio´n y a traccio´n.
A continuacio´n, se muestran investigaciones recientes de a´mbito experi-
mental donde se analiza la influencia de la triaxialidad en distintos ma-
teriales de intere´s ingenieril.
En 2007, Mirone [54] analizo´ la influencia de la triaxialidad en el
comportamiento meca´nico de varios metales. En particular, estu-
dio´ el comportamiento elastopla´stico y el proceso de fractura du´ctil
en probetas de alumnio, cobre y acero. Llevo´ a cabo ensayos de
traccio´n a diferentes velocidades de deformacio´n cuasiesta´ticas hasta
1 s 1, y las probetas que utilizo´ son las que se muestran en la Figu-
ra 2.7. Combino´ distintos valores de R, d, D, L y L’, consiguiendo
as´ı distintos niveles de triaxialidad en la zona central de la probeta.
Figura 2.7: Probeta utilizada por Mirone [54].
En 2007, Castagnet et al. [55] estudiaron la propagacio´n de dan˜o
por nucleacio´n de microvac´ıos en el seno de materiales polime´ricos
semicristalinos, considerando una posible influencia del nivel de tria-
xialidad macrosco´pica. Para ello, realizaron ensayos de traccio´n cua-
siesta´ticos en probetas con las geometr´ıas mostradas en la Figura
2.8, en el pol´ımero alpha-PVDF, que cuenta con una temperatu-
ra de transicio´n v´ıtrea de 40oC y una temperatura de fusio´n de
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170oC. Los ensayos realizados tuvieron en cuenta distintas tempera-
turas comprendidas entre ambos valores.
Figura 2.8: Probetas utilizadas por Castagnet et al. [55].
En 2008, Rittel y Brill [56] analizaron los modos de fallo del PMMA
mediante ensayos de compresio´n confinada. Su finalidad era caracte-
rizar la sensibilidad a la presio´n hidrosta´tica a temperatura ambiente,
bajo un amplio rango de velocidades de deformacio´n, comprendidas
entre 10 3 y 104 s 1. Los ensayos dina´micos se realizaron mediante
un dispositivo de Barra Hopkinson [57, 58], siendo la configuracio´n
experimental la mostrada en la Figura 2.9.
Como confinamiento, Rittel y Brill utilizaron una aleacio´n de alumi-
nio 6061-T651, el cual sufr´ıa plastificacio´n durante el ensayo, consi-
guiendo presiones hidrosta´ticas aproximadamente constantes duran-
te el transcurso del mismo. Llegaron a registrar presiones hidrosta´ti-
cas de hasta 200MPa. Inicialmente, los ensayos de compresio´n con-
finada hab´ıan sido desarrollados con el fin de analizar el compor-
tamiento meca´nico de geomateriales como el hormigo´n o las rocas
[59-61], que se ven sometidos, durante su vida en servicio, a altos
niveles de presio´n hidrosta´tica.
En 2010, Driemeier et al. [62] analizaron el comportamiento meca´nico
de aleaciones de aluminio sometidas a diferentes niveles de triaxia-
lidad. La finalidad del estudio era obtener relaciones constitutivas y
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Figura 2.9: Dispositivo experimental utilizado en el trabajo de Rittel y Brill [56].
criterios de fallo dependientes de la triaxialidad. Para ello, realiza-
ron ensayos cuasiesta´ticos de traccio´n en las geometr´ıas de probeta
mostradas en la Figura 2.10.
Figura 2.10: Probetas utilizadas por Driemeier et al. [62].
En 2010, Boisot et al. [63] investigaron experimental y nume´rica-
mente la influencia de la tensio´n hidrosta´tica en el comportamien-
to meca´nico del pol´ımero Poliamida 11. En el estudio, ajustan los
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para´metros del modelo de dan˜o de Gurson-Tvergaard-Needleman,
basa´ndose en ensayos de traccio´n sobre probetas con distintas geo-
metr´ıas (ver Figura 2.11).
Figura 2.11: Probetas utilizadas por Boisot et al. [63].
Los trabajos anteriores ilustran que el estudio experimental de la influen-
cia de la tensio´n hidrosta´tica en el comportamiento de materiales queda
pra´cticamente limitado a ensayos de traccio´n en probetas de seccio´n varia-
ble, y a ensayos de compresio´n confinada donde la probeta ve restringido
su movimiento en direccio´n transversal mediante un anillo que ejerce pre-
sio´n sobre la misma.
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2.3.3. Introduccio´n del invariante J3
La introduccio´n del invariante J3 en el criterio de plastificacio´n, necesario
en muchos casos para activar los procesos responsables del flujo pla´stico,
requiere que el nivel tensional sea menor en estados de cortadura que
en traccio´n y/o compresio´n. En 1949, Drucker propuso una funcio´n de
plastificacio´n que depend´ıa del segundo y tercer invariantes del tensor de
tensiones desviador, cuya superficie de plastificacio´n se extend´ıa entre la
superficie del criterio de Von Mises y del modelo de Tresca.
En 2000, Brunig [64] desarrollo´ un modelo basado en I1, J2 y J3, que
implemento´ nume´ricamente con el fin de analizar la sensibilidad de algu-
nos metales a la tensio´n hidrosta´tica y al para´metro de Lode. En 2004,
Kuroda [65] propuso un modelo fenomenolo´gico de plasticidad que ten´ıa
en cuenta la influencia de la tensio´n hidrosta´tica, y en 2005, Hu y Wang
[66] propusieron un criterio de plastificacio´n, dependiente del estado ten-
sional, para materiales du´ctiles iso´tropos. Cazacu y Barlat (2003) [67] y
Soare et al. (2007) [68] extendieron el modelo de Drucker a materiales
aniso´tropos y lo aplicaron a procesos de conformado, y ma´s recientemen-
te, en 2008, Bai y Wierzbicki [69] analizaron un modelo de plasticidad
dependiente del para´metro de Lode, y lo aplicaron a procesos de rotura
de materiales meta´licos.
Para pol´ımeros, la incorporacio´n del invariante J3 en el modelo de com-
portamiento implica que la energ´ıa necesaria para activar la movilidad
molecular es mayor en tensio´n y/o compresio´n que en cortadura. Lee
y Ghosh (1996) [70] propusieron un significado f´ısico que justificaba la
aparicio´n de este invariante, basado en los movimientos de rotacio´n mo-
leculares de este tipo de materiales.
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A continuacio´n, se muestran investigaciones experimentales recientes que
estudiaron la influencia del invariante J3 en el comportamiento de mate-
riales.
En 2002, Rittel et al. [71] desarrollaron por primera vez los ensayos de
compresio´n-cortadura en probetas de tipo SCS. En su trabajo, ana-
lizaron el comportamiento meca´nico del cobre OFHC en cortadura a
distintas velocidades de deformacio´n, desde 10 3 hasta 3,2±104 s 1,
y obtuvieron expresiones anal´ıticas que las relacionaba con la fuerza
aplicada y las dimensiones de la probeta, utilizando para ello como
herramienta auxiliar el Me´todo de los Elementos Finitos (ver Figura
2.12).
Figura 2.12: Modelo nume´rico utilizado por Rittel et al. [71].
En 2010, Driemeier et al. [62] analizaron el comportamiento meca´ni-
co de aleaciones de aluminio sometidas a ensayos de cortadura. La
finalidad del estudio era obtener relaciones constitutivas y criterios
de fallo que se vieran influidos por el para´metro de Lode. Para ello,
realizaron ensayos cuasiesta´ticos de cortadura en probetas como las
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mostradas en la Figura 2.13, que fueron ensayadas traccionando en
sus extremos.
Figura 2.13: Probeta utilizada por Driemeier et al. [62].
En 2010, Ames et al. [72] ensayaron probetas de compresio´n-cortadura
de tipo SCS (ver Figura 2.14), y observaron que la regio´n central de la
misma se ve´ıa sometida a un estado de cortadura pura, presentando
una distribucio´n tensional relativamente homoge´nea.
En 2014, Yin et al. [73] realizaron un estudio experimental y nume´ri-
co para caracterizar el comportamiento de materiales meta´licos fren-
te a cargas de cortadura. Para ello, utilizaron diferentes configura-
ciones de probetas, como la mostrada en la Figura 2.15, que hab´ıa
sido propuesta anteriormente por Merklein y Biasutti (2011) [74].
Los trabajos anteriores muestran diferentes probetas que han sido utili-
zadas tradicionalmente para caracterizar materiales a cortadura, y que
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Figura 2.14: Probetas SCS utilizadas por Ames et al. [72].
Figura 2.15: Probeta utilizada por Yin et al. [73].
suponen una referencia a la hora de analizar la influencia del para´me-
tro de Lode, o equivalentemente, del invariante J3, en el comportamiento
meca´nico de materiales, en particular de los pol´ımeros.
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2.3.4. Conclusiones extra´ıbles
Segu´n los trabajos expuestos anteriormente, se concluye que los invarian-
tes I1, J2 y J3, correspondiente cada uno a un mecanismo de deformacio´n
independiente, deben introducirse conjuntamente en las leyes constituti-
vas y de comportamiento de los pol´ımeros. Por otro lado, se deben tener
en cuenta los distintos comportamientos a traccio´n y a compresio´n, as´ı co-
mo su sensibilidad a la temperatura y a la velocidad de deformacio´n. Bajo
este contexto, destacan los trabajos de Eyring, 1936 [14]; Brooks et al.,
1998 [75]; Dasari and Misra, 2003 [76] y Nasraoui et al., 2012 [2], entre
otros.
Como consecuencia de lo anterior, en 2008, Ghorbel [18] analizo´ el com-
portamiento viscopla´stico de varios pol´ımeros amorfos y semicristalinos
teniendo en cuenta la influencia de los invariantes I1, J2 y J3. Para ello,
aplico´ un modelo nume´rico de plasticidad a resultados experimentales que
extrajo de la literatura. Los modelos que considero´ se pueden expresar de
manera general mediante:
ψN
)
(3J2)
1/2
σt
{n
+ a
I1
σt
b = 0 (2.20)
con:
ψ =
8
7
)
1
27
32
J23
J32
[
(2.21)
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donde n y N son para´metros, y a y b dependen del cociente entre el l´ımite
ela´stico a compresio´n y a traccio´n, m. La Tabla 2.2 muestra, para cada
modelo considerado por Ghorbel, el valor de n, N , a y b:
Modelo de comportamiento n N a b
Drucker-Prager 1 0 m−1
m+1
2m
m+1
Raghava 2 0 m 1 m
Ghorbel 2 1 m 1 m
Tabla 2.2: Para´metros correspondientes a diferentes modelos que siguen la expresio´n
general dada por la ecuacio´n 2.20.
En la Tabla 2.2 se observa que Ghorbel utilizo´ los modelos de Drucker-
Prager y de Raghava como base de su investigacio´n. Por simplicidad,
considero´ los l´ımites ela´sticos a traccio´n y a compresio´n, σt y σc, respecti-
vamente, como las tensiones nominales ma´ximas del material, y utilizo´ un
valor de m constante en cada caso analizado, ya que no tuvo en cuenta
su sensibilidad a la temperatura y a la velocidad de deformacio´n.
Los resultados experimentales que utilizo´ Ghorbel para comprobar sus
modelos son referentes a diferentes pol´ımeros amorfos y semicristalinos,
relativos a ensayos de traccio´n y compresio´n uniaxiales y de cortadura
pura [46-48, 77-81].
Ghorbel concluyo´ que su modelo propuesto, que incorporaba J3, predec´ıa
aceptablemente el comportamiento de pol´ımeros que se deforman de for-
ma relativamente homoge´nea, como el PMMA, as´ı como de otros que se
deforman ma´s heteroge´neamente, como el Policarbonato. La investiga-
cio´n tambie´n mostraba que el modelo de Raghava se aproxima al com-
portamiento de casi todos pol´ımeros considerados, especialmente a altos
niveles de tensio´n hidrosta´tica, sin embargo, ninguno de los modelos pre-
dice satisfactoriamente resultados experimentales asociados a estados de
tensio´n biaxial. Asimismo, afirmo´ que el modelo de Raghava no repro-
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duc´ıa los resultados experimentales cuando el mecanismo de deformacio´n
predominante son las bandas de cortante.
Del trabajo de Ghorbel se extrae que, si bien los modelos considerados
reproduc´ıan aceptablemente bien el comportamiento de la mayor´ıa de
los pol´ımeros analizados, este hecho quedaba restringido a determinados
rangos de validez. Adema´s, no se analizo´ la influencia que posibles varia-
ciones de temperatura o velocidad de deformacio´n pueden ejercer sobre
la afinidad del modelo con los resultados experimentales. No obstante,
su trabajo supuso un punto de inflexio´n en el estudio del comportamien-
to termoviscopla´stico de los pol´ımeros, y ha sido la base del modelo de
comportamiento desarrollado en la presente Tesis Doctoral, y que sera´ ex-
puesto en el Cap´ıtulo 3.
Se puede concluir por tanto que, a pesar del gran nu´mero de estudios
nume´ricos y experimentales sobre el comportamiento termoviscopla´stico
de los pol´ımeros, no existen modelos que permitan reproducir completa-
mente el comportamiento de un conjunto amplio de pol´ımeros, ya que se
trata de materiales que se ven afectados por un gran nu´mero de factores
(la velocidad de deformacio´n, la temperatura, las diferentes respuestas en
traccio´n y compresio´n y tres invariantes tensionales independientes), he-
cho que dificulta su caracterizacio´n meca´nica y su modelizacio´n. Por otra
parte, la estructura molecular de cada pol´ımero particular determina las
propiedades meca´nicas de e´ste, por tanto, cabe esperar que cada modelo
de comportamiento se ajuste bien u´nicamente a un reducido grupo de
materiales polime´ricos con caracter´ısticas similares.
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Cap´ıtulo 3
Modelo constitutivo propuesto y su
implementacio´n nume´rica
En este cap´ıtulo se plantea un modelo de comportamiento aplicable a
pol´ımeros, y se desarrolla su implementacio´n nume´rica en un co´digo de
Elementos Finitos.
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3.1. Introduccio´n
En el Cap´ıtulo 2 se llevo´ a cabo un ana´lisis bibliogra´fico del que se con-
cluyo´ que son diversos los factores que afectan al comportamientiento
termoviscopla´stico de la mayor´ıa de los pol´ımeros, y que es necesario te-
ner en cuenta en el desarrollo de modelos de comportamiento. Destacan la
influencia de la temperatura y de la velocidad de deformacio´n y los dife-
rentes comportamientos a traccio´n y a compresio´n, as´ı como la necesidad
de incorporar los invariantes I1 y J3.
En el presente cap´ıtulo se describen las ecuaciones del modelo de compor-
tamiento desarrollado en esta Tesis Doctoral, y se expone el procedimiento
de integracio´n de las ecuaciones constitutivas consideradas. El criterio de
plastificacio´n desarrollado supondra´ una generalizacio´n del propuesto por
Ghorbel, en el que adema´s de la influencia de los invariantes I1, J2 y
J3, se tendra´ en cuenta la influencia de la temperatura y de la velocidad
de deformacio´n, as´ı como los diferentes comportamientos a traccio´n y a
compresio´n.
Para resolver el problema, se partira´ de unas ecuaciones de gobierno que,
una vez formuladas adecuadamente, permitira´n obtener las variables ten-
sodeformacionales de intere´s:
Conservacio´n de la masa.
Conservacio´n de la cantidad de movimiento.
Conservacio´n del momento de la cantidad de movimiento.
Conservacio´n de la energ´ıa.
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Ecuaciones constitutivas termomeca´nicas.
Ecuaciones termodina´micas de estado.
3.2. Ecuaciones constitutivas
La resolucio´n de un problema de la meca´nica de so´lidos deformables con-
siste en obtener el campo de desplazamientos, tensiones y deformaciones
(y eventualmente otras variables de intere´s, como la densidad, la tem-
peratura, la deformacio´n pla´stica equivalente, etc.) en todos los puntos
del so´lido y en todos los instante de tiempo de intere´s. Como datos de
partida, se conocen las propiedades termomeca´nicas del material y las
condiciones iniciales y de contorno.
A continuacio´n, se detallan las ecuaciones constitutivas del modelo de
comportamiento termoviscopla´stico propuesto:
Hipo´tesis de aditividad de deformaciones:
Segu´n la cinema´tica de so´lidos deformables, la velocidad de deforma-
cio´n total es la suma de sus componentes ela´stica, pla´stica y te´rmica:
ϵ˙ = ϵ˙e + ϵ˙p + ϵ˙θ (3.1)
Relacio´n entre tensiones y deformaciones ela´sticas:
El tensor de tensiones de Cauchy, σ, se relaciona con el tensor de
velocidades de deformacio´n ela´sticas, ϵ˙e, a trave´s de la ley de Hooke
generalizada:
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σ˙ = C : ˙e (3.2)
donde C es el tensor ela´stico iso´tropo lineal de cuarto orden:
C = 2G I + λ 1 • 1 (3.3)
siendo G y λ constantes ela´sticas del material, relacionadas con el
mo´dulo de elasticidad, E, y con el coeficiente de Poisson, ν:
G =
E
2 (1 + ν)
(3.4)
λ =
Eν
(1 2ν) (1 + ν)
(3.5)
I y 1 son los tensores unitarios de cuarto y segundo orden, respecti-
vamente, definidos como:
Iijkl = δikδjl (3.6)
1ij = δij (3.7)
donde δmn es la funcio´n delta de Kronecker.
Criterio de plastificacio´n:
La funcio´n de plastificacio´n del modelo propuesto parte de la utili-
zada por Ghorbel en su trabajo, y tiene la expresio´n:
φ (σ) = ψN
)∇
3J2
σt
[ n
+ an
I1
σt
bn (3.8)
donde ψ es una funcio´n del segundo y tercer invariantes del tensor
de tensiones desviador, dada por:
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ψ =
8
7
)
1
27
32
J23
J32
[
(3.9)
Los te´rminos an y bn se relacionan con σc y σt a trave´s de:
an =
mn 1
m+ 1
, bn =
m mn 1 + 1
∣
m+ 1
(3.10)
siendo n un para´metro del modelo, y m el cociente entre los l´ımites
ela´sticos a compresio´n y a traccio´n, m = σc/σt, dados como funcio´n
de la deformacio´n pla´stica equivalente, ¯p, la velocidad de deforma-
cio´n pla´stica equivalente, ˙¯p, y la temperatura, θ:
σt = σt (¯
p, ˙¯p, θ) , σc = σc (¯
p, ˙¯p, θ) (3.11)
El para´metro N toma el valor 1 si se considera influencia de J3, y 0
si no se tiene en cuenta.
Deformacio´n pla´stica equivalente:
La deformacio´n pla´stica equivalente se define incrementalmente a
trave´s de la relacio´n:
¯p =
̂
d¯p (3.12)
con
d¯p =
2
3
dp : dp (3.13)
Evolucio´n de la deformacio´n pla´stica:
Para la evolucio´n de la deformacio´n pla´stica, se establece una regla
de flujo pla´stico derivable del Principio del Trabajo Pla´stico Ma´ximo:
˙p = λ˙
∂Φ
∂σ
(3.14)
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donde λ˙ representa la magnitud de la variacio´n de la deformacio´n
pla´stica, y el gradiente ∂Φ/∂σ indica la direccio´n de esta variacio´n,
normal a la superficie de plastificacio´n.
Condiciones de Kuhn-Tucker:
Las condiciones de carga-descarga establecen:
λ˙ ≈ 0 , Φ ≥ 0 , Φλ˙ = 0 (3.15)
En particular, para el caso de carga ela´stica o descarga, se tiene que:
λ˙ = 0 , Φ < 0 (3.16)
mientras que para el caso de carga elastopla´stica:
λ˙ > 0 , Φ = 0 (3.17)
Este u´ltimo supuesto implica necesariamente que Φ˙ = 0, expresio´n
que se conoce como condicio´n de consistencia.
Deformaciones por incremento te´rmico:
La evolucio´n de la deformacio´n debida al incremento de temperatura
puede escribirse en funcio´n del coeficiente de dilatacio´n te´rmica, α,
como:
ϵ˙θ = α θ˙1 (3.18)
Equivalencia del trabajo pla´stico:
Asumiendo la hipo´tesis de equivalencia de trabajo pla´stico en el ma-
terial, se tiene la expresio´n:
σ : ϵ˙p = σy ˙¯ϵ
p
(3.19)
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donde σy es el l´ımite ela´stico del material. La expresio´n ha sido am-
pliamente utilizada en materiales con comportamiento similar a trac-
cio´n y a compresio´n, sin embargo, en materiales que presentan com-
portamientos distintos, hay que redefinir el valor de σy.
Es claro que en los casos de traccio´n y compresio´n uniaxiales, σy = σt
y σy = σc, respectivamente. Siendo consistentes con ello, en este
trabajo se propone la siguiente expresio´n:
σy =
⎩⎝⎨
σc si I1 < 0
1
2 (σt + σc) si I1 = 0
σt si I1 > 0
(3.20)
Se puede comprobar que para estados de carga de traccio´n o com-
presio´n uniaxial, se recupera el correspondiente l´ımite ela´stico.
Velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente:
La velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente se obtiene por di-
ferenciacio´n en el tiempo de la deformacio´n pla´stica equivalente:
˙¯p =
d¯p
dt
(3.21)
Variacio´n de la densidad:
Aplicando el principio de conservacio´n de la masa:
m˙ = 0  V ρ˙+ ρV˙ = 0 (3.22)
y teniendo en cuenta que la deformacio´n volume´trica coincide, des-
preciando te´rminos de segundo orden, con la traza del tensor de
deformaciones, se tiene:
V˙
V
= ˙ : 1 (3.23)
por tanto:
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ρ˙ = ρ˙ : 1 (3.24)
Variacio´n de la temperatura:
Durante el proceso de deformacio´n, una parte de trabajo pla´stico
se convierte en calor. En general, la variacio´n de temperatura viene
dada por [82, 83]:
k 2θ ρCpθ˙ + βσ : ˙
p = α (3λ+ 2G) θ0 ˙
e : 1 (3.25)
donde k es la conductividad te´rmica, Cp el calor espec´ıfico, β el
para´metro de Taylor-Quinney del material [82, 83] y θ0 una tempe-
ratura de referencia. Si se supone que el proceso de deformacio´n es
suficientemente ra´pido, no hay apenas flujo de calor, y se asume que
el proceso es adiaba´tico, la expresio´n anterior se puede aproximar
mediante:
ρCpθ˙ = β σ : ˙
p (3.26)
Sin embargo, si el proceso es suficientemente lento, el te´rmino con-
ductivo de la expresio´n 3.25 predomina sobre el resto, consecuente-
mente, la temperatura puede suponerse uniforme y constante en el
tiempo, θ˙ = 0. Por tanto, si ˙0 es la velocidad de deformacio´n que
delimita ambas alternativas, se tiene:
(
ρCpθ˙ = β σ : ˙
p si ˙ ≈ ˙0
θ˙ = 0 si ˙ < ˙0
(3.27)
Como hipo´tesis, se va a considerar que no hay flujo de calor para
velocidades de deformacio´n mayores o iguales a 0,1 s 1, y por tanto,
para velocidades de deformacio´n menores, la temperatura puede su-
ponerse aproximadamente constante. Esta distincio´n resultara´ clave
en la resolucio´n nume´rica posterior, y fue adoptada para el PMMA
por Nasraoui et al. en 2012 [84].
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Por tanto, integrar las ecuaciones constitutivas consiste en obtener la
variacio´n con el tiempo de las variables y tensores λ, ρ, σ, ϵp, ϵ¯p, ˙¯ϵp y θ.
Para ello, es necesario aplicar:
Relacio´n entre tensiones y deformaciones ela´sticas (ecuacio´n 3.2).
Variacio´n de los l´ımites ela´sticos a traccio´n y a compresio´n con la
deformacio´n pla´stica equivalente, velocidad de deformacio´n pla´stica
equivalente y temperatura (ecuacio´n 3.11).
Evolucio´n de la deformacio´n pla´stica (ecuacio´n 3.14).
Equivalencia del trabajo pla´stico (ecuacio´n 3.19).
Velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente (ecuacio´n 3.21).
Variacio´n de la densidad (ecuacio´n 3.24).
Variacio´n de la temperatura por disipacio´n pla´stica (ecuacio´n 3.27).
Criterio de plastificacio´n (ecuacio´n 3.8).
Condiciones de Kuhn-Tucker (ecuaciones 3.16 y 3.17).
3.3. Integracio´n consistente
3.3.1. Introduccio´n
La meca´nica computacional ha sido ampliamente utilizada durante los
u´ltimos 40 an˜os como herramienta de resolucio´n de mu´ltiples problemas
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en ingenier´ıa. Dichos problemas, ya sea por la complejidad de sus mode-
los matema´ticos, condiciones de frontera o geometr´ıa, son pra´cticamen-
te irresolubles por otros medios. Diferentes me´todos computacionales se
han implementado y distribuido en forma de co´digos de uso comercial de
propo´sito general.
Entre los me´todos computacionales aplicables a la meca´nica de so´lidos
destaca el Me´todo de los Elementos Finitos, que ha transcurrido por di-
ferentes etapas de desarrollo tecnolo´gico, y puede considerarse como la
herramienta computacional por excelencia entre la comunidad cient´ıfica
e ingenieril.
En particular, en el caso de ana´lisis de esfuerzos en un medio continuo con
materiales ela´sticos, puede considerarse agotado y las contribuciones ac-
tuales se reducen principalmente a modelaciones con complejidades desde
un punto de vista geome´trico (me´todos de mallado) y de las condiciones
de frontera (el problema de contacto). En problemas no lineales, como es
el que se presenta en esta Tesis Doctoral, las ecuaciones de evolucio´n de las
variables del problema son sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden, altamente no lineales y acopladas.
Desde un punto de vista computacional, las soluciones globales para el
modelo discretizado por Elementos Finitos generalmente se obtienen por
medio de un proceso incremental-iterativo [85] (por ejemplo, un esquema
de Newton-Raphson). En este proceso, un punto clave lo representa la
integracio´n temporal del modelo constitutivo.
Las ecuaciones globales se plantean en te´rminos de una variable de tiem-
po, y la totalidad del ana´lisis se divide en una serie de incrementos no
necesariamente iguales. Durante cada intervalo, la respuesta se determi-
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na mediante un proceso iterativo hasta encontrar un estado de equilibrio.
Una vez se encuentra una solucio´n de equilibrio, la respuesta se actualiza
al instante final del incremento.
En el caso de materiales cuya respuesta es independiente de la veloci-
dad de deformacio´n, la variable tiempo es considerada como un pseudo-
tiempo; en caso contrario, como ocurre en el presente modelo, dicha va-
riable tiene significado f´ısico. Debido a su formulacio´n incremental, el
modelo constitutivo debe integrarse en el tiempo a nivel local, es decir,
en los puntos de integracio´n nume´rica. Ma´s adelante, se desarrollara´ un
procedimiento de integracio´n que resuelve este problema.
Las expresiones anteriores, 3.1-3.27, constituyen un sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden no lineales que deben ser integradas, en ge-
neral, utilizando procedimientos nume´ricos. En el planteamiento esta´ndar
basado en deformaciones, el campo de desplazamientos se impone de ma-
nera proporcional al taman˜o del intervalo, y compatible con las condicio-
nes de contorno del modelo en consideracio´n. Posteriormente, el estado
tensional resultante de las deformaciones impuestas se determina median-
te el proceso de integracio´n temporal de las funciones de evolucio´n.
Este algoritmo de integracio´n es de vital importancia, ya que puede afec-
tar tanto a la precisio´n de la solucio´n como a la capacidad de convergencia.
Por ejemplo, la linealizacio´n del estado tensional actualizado da lugar a
la matriz de rigidez tangencial o matriz jacobiana de la iteracio´n, que es
necesaria para el subsecuente ensamblaje de las matrices de rigidez de los
elementos, controlando as´ı la capacidad de convergencia de los mismos.
Este proceso de integracio´n y de actualizacio´n del estado tensional y de
las variables de estado, as´ı como la obtencio´n del Jacobiano, se realiza
tambie´n en los puntos de integracio´n nume´rica.
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En las primeras etapas de desarrollo de algoritmos para el tratamiento de
problems elastopla´sticos, era comu´n la utilizacio´n de me´todos de integra-
cio´n expl´ıcitos o semiexpl´ıcitos [86]. Ma´s adelante, se popularizaron los
me´todos impl´ıcitos, debido principalmente a su mayor estabilidad y ma´s
amplio rango de aplicacio´n.
Por otro lado, se encuentra el grupo de algoritmos de retorno radial de
Wilkins (1964) [87] y Krieg y Key (1976) [88], que realizan el proceso
de integracio´n a nivel local hacie´ndolos muy versa´tiles para su aplica-
cio´n en diferentes plataformas. Actualmente, este tipo de estrategias son
las ma´s utilizadas por las arquitecturas ma´s modernas de resolucio´n de
problemas no lineales por Elementos Finitos. Utilizan un procedimiento
de resolucio´n iterativo basado en el me´todo de Newton-Raphson o mo-
dificaciones de e´ste, sin embargo, Simo y Taylor (1985) [89], basados en
las contribuciones de Hughes y Taylor (1978) [90] y Nagtegaal (1982)
[91], concluyeron que para poder preservar las excelentes propiedades de
convergencia cuadra´tica del me´todo de Newton-Raphson, era necesario
utilizar en el proceso de integracio´n un Jacobiano correspondiente con el
algoritmo de integracio´n, y no el obtenido por la formulacio´n continua del
problema.
3.3.2. Esquema de resolucio´n
Conocidas las variables en un instante tn, y dado el tensor incremento de
deformacio´n total,∆ϵ, que se produce entre este instante y el consecutivo,
tn+1, el objetivo es calcular el valor de todas las variables en ese nuevo
instante. Los algoritmos de retorno son los ma´s empleados para realizar la
integracio´n, y han sido utilizados ampliamente en otros trabajos (ve´anse
[90] y [92]-[95]). Se han utilizado tambie´n en la implementacio´n del modelo
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propuesto en esta Tesis Doctoral.
En una primera fase, se actualiza el estado tensional bajo la hipo´tesis de
que el incremento de defomacio´n es puramente ela´stico (prediccio´n ela´sti-
ca). Si el valor obtenido se encuentra en el dominio ela´stico, el procedi-
miento termina, y se actualizan las dema´s variables. En caso contrario,
se debe iniciar una segunda fase, calculando el incremento del tensor de
tensiones que es necesario aplicar desde el estado de la fase anterior, para
que el estado tensional final se encuentre sobre la superficie de fluencia al
final del incremento (correccio´n pla´stica), garantizando as´ı la condicio´n
de consistencia. La Figura 3.1 muestra el esquema descrito.
Figura 3.1: Esquema del algoritmo de retorno utilizado.
Nume´ricamente, el algoritmo consta de dos etapas. La primera consiste en
discretizar las ecuaciones diferenciales transforma´ndolas en un sistema de
ecuaciones algebraicas, para lo cual se pueden utilizar me´todos expl´ıcitos,
semiexpl´ıcitos o impl´ıcitos. Cuando se usa un procedimiento impl´ıcito, las
ecuaciones algebraicas obtenidas son, en general, no lineales, y se resuel-
ven habitualmente por el me´todo de Newton-Raphson [96], constituyendo
esta parte la segunda etapa del algoritmo.
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3.3.3. Discretizacio´n de las ecuaciones diferenciales
Dada la ecuacio´n diferencial de primer orden general:
y˙ = f (t, y) (3.28)
se pretende encontrar la funcio´n y(t) que satisface dicha ecuacio´n. Se
puede discretizar impl´ıcitamente en el instante tn+1, a trave´s de:
yn+1 = yn +Δt±f (tn+1, yn+1) (3.29)
donde Δt es el paso de integracio´n, Δt = tn+1 tn.
De este modo, se resuelve yn+1 para cada intervalo de tiempo. En gene-
ral, la ecuacio´n 3.29 es no lineal. La ventaja de los me´todos impl´ıcitos a
los expl´ıcitos es que garantizan estabilidad incondicional, lo que permite
utilizar un taman˜o de paso de tiempo mayor, hecho que acorta el tiempo
computacional de resolucio´n del problema.
En este trabajo se ha desarrollado un procedimiento de discretizacio´n
impl´ıcito. Para ello, primeramente ha sido necesario discretizar las ecua-
ciones que intervienen en el problema.
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Relacio´n entre tensiones y deformaciones:
La relacio´n en te´rminos incrementales entre el tensor de tensiones de
Cauchy y el de deformaciones, obtenida a partir de las ecuaciones
3.1 y 3.2, es:
Δσ = C : Δe = C : Δ Δp Δθ
∣
(3.30)
por tanto:
σn+1 = σn + C : Δ C : Δ
p C : Δθ (3.31)
Se define el tensor de tensiones predictor ela´stico como:
σtrialn+1 ≤ σn +C : Δ (3.32)
que, introducido en la ecuacio´n 3.31, resulta:
σn+1 = σ
trial
n+1 C : Δ
p C : Δθ (3.33)
Expresio´n para el mo´dulo de Young, E:
Del material se conoce la dependencia del mo´dulo de Young con la
velocidad de deformacio´n y con la temperatura, tanto en traccio´n
como en compresio´n uniaxiales:
Et = f (θ, ˙) (3.34)
Ec = f (θ, ˙) (3.35)
Para un caso general triaxial, se ha utilizado en esta Tesis Doctoral
la siguiente generalizacio´n del mo´dulo de Young a un estado triaxial
general:
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E =
⎩⎝⎨
Ec si I1 < 0
1
2 (Et + Ec) si I1 = 0
Et si I1 > 0
(3.36)
que recupera E = Et y E = Ec para traccio´n y compresio´n unia-
xiales, respectivamente. Los valores Et y Ec han sido calculados, por
simplicidad, en la temperatura al inicio del incremento, θ = θn, y en
la velocidad de deformacio´n calculada a partir de las deformaciones
equivalentes inicial y final:
˙ =
¯n+1 ¯n
tn+1 tn
(3.37)
con:
¯k =
2
3
′k : 
′
k , k = n, n+ 1 (3.38)
siendo ′n y ′n+1 los tensores de deformaciones desviadores, dados
por:
′n = n
ii (tn)
3
1 (3.39)
′n+1 = 
′
n +Δ
Δii
3
1 (3.40)
El invariante I1 de la expresio´n 3.36 ha sido calculado, por simplici-
dad, en el instante tn.
Evolucio´n de la deformacio´n pla´stica:
Se descompone el gradiente de la funcio´n de plastificacio´n respecto
al tensor de tensiones:
)
∂φ
∂σ
[
n+1
=
)
∂φ
∂I1
∂I1
∂σ
+
∂φ
∂J2
∂J2
∂σ
+
∂φ
∂J3
∂J3
∂σ
[
n+1
(3.41)
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siendo:
∂I1
∂σ
= 1 (3.42)
∂J2
∂σ
= s (3.43)
∂J3
∂σ
= t (3.44)
que, sustituido en la ecuacio´n 3.14 en forma incremental, resulta:
Δp = Δλ
)
∂φ
∂I1
1+
∂φ
∂J2
s+
∂φ
∂J3
t
[
n+1
(3.45)
Equivalencia del trabajo pla´stico:
La discretizacio´n de la ecuacio´n 3.19 proporciona:
σn+1 : Δ
p = σn+1y 
p
n+1 
p
n
∣
(3.46)
Velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente:
La velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente se expresa, en for-
ma incremental, en funcio´n de la deformacio´n pla´stica equivalente al
inicio y al final del incremento (ecuacio´n 3.21):
˙
p
n+1 =
pn+1 
p
n
Δt
(3.47)
Variacio´n de la densidad:
La ecuacio´n diferencial 3.24 en forma incremental queda:
Δρ = ρn+1 (Δ : 1) (3.48)
por tanto, la densidad al final del incremento se obtiene como:
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ρn+1 =
ρn
1 +Δ : 1
(3.49)
Variacio´n de la temperatura por disipacio´n pla´stica:
La ecuacio´n 3.27 discretizada da lugar a:
(
ρn+1CpΔθ = β σ : Δ
p si ˙ ≈ ˙0
Δθ = 0 si ˙ < ˙0
(3.50)
donde ˙ viene dado por la expresio´n 3.37.
Condiciones de Kuhn-Tucker:
a) Si φ σtrialn+1
∣ ≥ 0, entonces se tiene:
Δλ = 0 (3.51)
La expresio´n anterior implica adema´s que Δp = 0, por tanto, se
derivar´ıan las siguientes identidades:
σn+1 = σ
trial
n+1 = σn +C : Δ (3.52)
pn+1 = 
p
n (3.53)
˙
p
n+1 = 0 (3.54)
θn+1 = θn (3.55)
b) Si φ σtrialn+1
∣
> 0, entonces se cumplen:
Δλ > 0 (3.56)
φn+1 = 0 (3.57)
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por tanto, el valor del resto de variables tenso-deformacionales y
de estado cambiar´ıa, en general, con respecto al instante inicial del
incremento.
3.3.4. Resolucio´n del sistema de ecuaciones
En apartados anteriores se han planteado las ecuaciones diferenciales re-
presentativas del modelo, para posteriormente ser discretizadas en forma
incremental. En el caso de carga ela´stica o descarga, Φ σtrialn+1
∣ ≥ 0, el ten-
sor de tensiones al final del incremento coincide con el predictor ela´stico,
y por tanto la actualizacio´n del resto de variables es inmediata (ecuacio-
nes 3.52-3.55). En el caso de incremento elastopla´stico, se deben resolver
las ecuaciones algebraicas planteadas anteriormente (3.30-3.50 y 3.57).
Introduciendo las ecuaciones 3.8, 3.11 y 3.45 en 3.46, 3.50, 3.52 y 3.57
se llega a un sistema de 1 ecuacio´n tensorial y 4 escalares no lineales (o,
equivalentemente, 10 ecuaciones escalares), con 1 inco´gnita tensorial y 4
escalares (10 inco´gnitas escalares diferentes), σn+1, θn+1, ρn+1, 
p
n+1,Δλ.
El sistema es resuelto a trave´s del me´todo iterativo de Newton-Raphson,
que linealiza las ecuaciones. Es importante remarcar que la velocidad de
deformacio´n pla´stica equivalente, ˙¯p, no es considerada como inco´gnita, ya
que se expresa en funcio´n de la deformacio´n pla´stica equivalente (ecuacio´n
3.21). Tambie´n es necesario tener en cuenta que la ecuacio´n 3.49 permi-
te calcular ρn+1 de manera independiente al resto de inco´gnitas, por ello
sera´ considerada ajena al me´todo de Newton-Raphson, consecuentemen-
te, el sistema a resolver tiene 9 ecuaciones y 9 inco´gnitas, que una vez
resuelto, proporcionara´ el tensor de tensiones al final del incremento, y se
estara´ en disposicio´n de actualizar las variables de estado del modelo.
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El punto de partida del proceso iterativo son las 9 ecuaciones y 9 inco´gni-
tas escalares anteriores, que se pueden expresar mediante la ecuacio´n
tensorial f = 0 y las escalares f7 = 0, f8 = 0 y f9 = 0, cuyas expresiones
resultantes son:
f σn+1, θn+1, 
p
n+1,Δλ
∣ ≤ σn+1 σtrialn+1 +C : Δp +C : Δθ (3.58)
f7 σn+1, θn+1, 
p
n+1
∣ ≤ σn+1 : Δp σy pn+1 pn∣ (3.59)
f8 σn+1, θn+1, 
p
n+1
∣ ≤ Φn+1 (3.60)
f9 σn+1, θn+1, 
p
n+1
∣ ≤ ( ρn+1Cp (θn+1 θn) β σn+1 : Δp si ˙ ≈ ˙0
θn+1 θn si ˙ < ˙0
(3.61)
con:
Δp = Δλ
)
∂Φ
∂I1
1+
∂Φ
∂J2
s+
∂Φ
∂J3
t
[
n+1
(3.62)
Δθ = α (θn+1 θn) 1 (3.63)
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Algoritmo de Newton-Raphson:
Dado un sistema de n ecuaciones independientes entre s´ı y n inco´gnitas:
fi (x1, x2, ..., xn) = 0 , i = 1, 2, ..., n (3.64)
El algoritmo de Newton-Raphson consiste en la iteracio´n:
x
(s+1)
i = x
(s)
i +Δx
(s)
i , i = 1, 2, ..., n (3.65)
tal que cada sucesio´n }x(s)i | converge a la solucio´n buscada, xi. Cada
te´rmino incremental, Δxsi , es calculado mediante el desarrollo de Taylor
de cada funcio´n fi en torno al punto x
(s)
i , despreciando los te´rminos de
segundo orden y siguientes:
f
(s)
i +
n∫
j=1
)
∂fi
∂xj
[
(s)
Δx
(s)
j = 0 , i = 1, 2, ..., n (3.66)
El sistema de ecuaciones 3.66 es lineal y puede ser resuelto por me´todos
cla´sicos. Por otra parte, cada sucesio´n }x(s)i | requiere un valor inicial,
siendo lo ma´s habitual utilizar el valor inicial en el incremento de tiem-
po, no obstante, este requerimiento acepta mu´ltiples opciones, siempre y
cuando no afecte a la convergencia [97]. Tambie´n es comu´n inicializar las
inco´gnitas extrapolando su valor de los instantes de tiempo anteriores.
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Para la inicializacio´n de σn+1, ϵ¯
p
n+1 y ∆λ, se ha optado por el segun-
do de estos procedimientos, extrapolando cuadra´ticamente los 3 valores
anteriores al instante actual de ca´lculo, tn, tn 1 y tn 2:
σ
(0)
n+1 = an+1t
2
n+1 + bn+1tn+1 + cn+1 (3.67)
ϵ¯
p (0)
n+1 = dn+1t
2
n+1 + en+1tn+1 + fn+1 (3.68)
∆λ(0) = gn+1t
2
n+1 + hn+1tn+1 + in+1 (3.69)
obtenie´ndose, utilizando el me´todo de Cramer [98]:
an+1 =
a˜n+1
det
, bn+1 =
b˜n+1
det
, cn+1 =
c˜n+1
det
(3.70)
dn+1 =
d˜n+1
det
, en+1 =
e˜n+1
det
, fn+1 =
f˜n+1
det
(3.71)
gn+1 =
g˜n+1
det
, hn+1 =
h˜n+1
det
, in+1 =
i˜n+1
det
(3.72)
donde:
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a˜n+1 =
((((((
σn tn 1
σn−1 tn 1 1
σn−2 tn 2 1
(((((( , b˜n+1 =
((((((
t2n σn 1
t2n 1 σn−1 1
t2n 2 σn−2 1
(((((( (3.73)
c˜n+1 =
((((((
t2n tn σn
t2n 1 tn 1 σn−1
t2n 2 tn 2 σn−2
(((((( , d˜n+1 =
((((((
¯pn tn 1
¯pn 1 tn 1 1
¯pn 2 tn 2 1
(((((( (3.74)
e˜n+1 =
((((((
t2n ¯
p
n 1
t2n 1 ¯
p
n 1 1
t2n 2 ¯
p
n 2 1
(((((( , f˜n+1 =
((((((
t2n tn ¯
p
n
t2n 1 tn 1 ¯
p
n 1
t2n 2 tn 2 ¯
p
n 2
(((((( (3.75)
g˜n+1 =
((((((
Δλn tn 1
Δλn 1 tn 1 1
Δλn 2 tn 2 1
(((((( , h˜n+1 =
((((((
t2n Δλn 1
t2n 1 Δλn 1 1
t2n 2 Δλn 2 1
(((((( (3.76)
i˜n+1 =
((((((
t2n tn Δλn
t2n 1 tn 1 Δλn 1
t2n 2 tn 2 Δλn 2
(((((( , det =
((((((
t2n tn 1
t2n 1 tn 1 1
t2n 2 tn 2 1
(((((( (3.77)
Finalmente, se inicializa θn+1 mediante su estimacio´n teniendo en cuenta
la ecuacio´n 3.50:
θ
(0)
n+1 =
⎛
θn + β
√σy(¯p (0)n+1 ¯pn)
ρn+1Cp
si ˙ ≈ ˙0
θn si ˙ < ˙0
(3.78)
donde
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√σy = σy )¯p (0)n+1 , ˙¯p (0)n+1 , θn( (3.79)
siendo
˙¯
p (0)
n+1 =
¯
p (0)
n+1 ¯
p
n
Δt
(3.80)
3.3.5. Definicio´n del tensor tangente consistente
El tensor tangente consistente o Jacobiano se define como:
Jn+1 =
)
δσ
δ
[
n+1
(3.81)
Para problemas elastopla´sticos, la consistencia entre el mo´dulo tangente
y los algoritmos de integracio´n empleados en la resolucio´n de las variables
de estado es vital para asegurar la convegencia del me´todo. Su ca´lculo se
hace necesario en los ana´lisis de tipo impl´ıcito, como el utilizado en el
co´digo ABAQUS/Standard [99].
La obtencio´n de dicho tensor tiene como requisito encontrar una relacio´n
entre los tensores δσ y δ en cada paso de integracio´n, y evaluados al final
del incremento. Para ello, se parte de las ecuaciones fi = 0 (i = 1, ..., 9), se
calcula su derivada total, δfi = 0, y tras resolver un sistema de ecuaciones
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lineales se obtiene una expresio´n que relaciona δσ con δ, obteniendo
despue´s, a partir de e´sta, el tensor J :
δσ = J : δ (3.82)
En el caso de incremento puramente ela´stico, J coincide con el tensor
de cuarto orden C, sin embargo, en caso contrario, su obtencio´n no es
inmediata.
Primeramente, se definen los tensores de orden 4 sime´tricos √I y √I como:
√I ≤
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1/2 0 0
0 0 0 0 1/2 0
0 0 0 0 0 1/2
⎧∑∑∑∑∑∑⎜ (3.83)
√
I ≤
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2
⎧∑∑∑∑∑∑⎜ (3.84)
que sera´n de utilidad en el ca´lculo de la matriz tangente consistente. Adi-
cionalmente, se recuerdan a continuacio´n algunas expresiones tensoriales
relevantes:
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C : 1 = (3λ+ 2G)1 (3.85)
C : s = 2Gs (3.86)
C : t = 2Gt (3.87)
∂φ
∂σ
=
∂φ
∂I1
1+
∂φ
∂J2
s+
∂φ
∂J3
t (3.88)
∂2φ
∂σ∂σ
=
∂2φ
∂J2∂J2
(s • s) + ∂
2φ
∂J3∂J3
(t • t) +
+
∂2φ
∂J2∂J3
(s • t+ t • s) + ∂φ
∂J2
∂s
∂σ
+
∂φ
∂J3
∂t
∂σ
(3.89)
y finalmente, se expresa una relacio´n tensorial que sera´ utilizada en el
ca´lculo de la matriz jacobiana:
(b : c)a =
]
(a • b) :√I{: c = ](a • c) :√I{: b (3.90)
donde a, b y c son tensores sime´tricos de orden 2.
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Diferenciacio´n de la ecuacio´n tensorial f = 0:
La diferenciacio´n de las 6 ecuaciones escalares de la expresio´n tensorial
3.58, lleva a la siguiente expresio´n:
δσ = C : δ C : δp C : δθ (3.91)
donde:
δp =
∂Φ
∂σ
δΔλ+Δλ δ
]
∂Φ
∂σ
{
(3.92)
δθ = α δθ1 (3.93)
con:
δ
]
∂Φ
∂σ
{
=
6∫
k=1
)
∂2Φ
∂σ∂σk
δσk
[
+
∂2Φ
∂σ∂p
δp +
∂2Φ
∂σ∂˙
pδ˙
p
+
∂2Φ
∂σ∂θ
δθ (3.94)
δ˙
p
=
δp
Δt
(3.95)
siendo σk (k = 1, 2, ..., 6) las 6 componentes independientes del tensor
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de tensiones. El sumatorio de la ecuacio´n 3.94 es expresable en forma
tensorial como:
6∫
k=1
)
∂2Φ
∂σ∂σk
δσk
[
=
)
∂2φ
∂σ∂σ
: √I[ : δσ (3.96)
Por tanto, introduciendo las ecuaciones 3.92-3.95 en 3.91, se llega a una
ecuacio´n tensorial de la forma:
H11 : δσ +H12 : δ+ h13δ
p + h14δθ + h15δΔλ = 0 (3.97)
donde H11 y H12 son tensores de orden 4, mientras que h13, h14 y h15
son tensores de orden 2. Mediante operaciones algebraicas, y utilizando
las expresiones 3.85-3.87, se obtienen los siguientes valores:
H11 = I Δλ
)
C :
∂2φ
∂σ∂σ
: √I[ (3.98)
H12 = C (3.99)
Modelo constitutivo propuesto y su implementacio´n nume´rica 67
h13 = Δλ
]
(3λ+ 2G)
)
∂2φ
∂I1∂¯p
+
1
Δt
∂2φ
∂I1∂ ˙¯p
[
1+
+2G
)
∂2φ
∂J2∂¯p
+
1
Δt
∂2φ
∂J2∂ ˙¯p
[
s+ (3.100)
+2G
)
∂2φ
∂J3∂¯p
+
1
Δt
∂2φ
∂J3∂ ˙¯p
[
t
{
h14 = 3αK (3λ+ 2G)1+Δλ
)
∂2φ
∂I1∂θ
(3λ+ 2G)1 +
+ 2G
∂2φ
∂J2∂θ
s+ 2G
∂2φ
∂J3∂θ
t
[
(3.101)
h15 =
∂φ
∂I1
(3λ+ 2G)1+ 2G
∂φ
∂J2
s+ 2G
∂φ
∂J3
t (3.102)
Diferenciacio´n de la ecuacio´n f7 = 0:
De la diferenciacio´n de la ecuacio´n 3.59 se tiene:
δσ : Δp + σ : δp = δσyΔ
p + σyδ
p (3.103)
donde δp viene dado por la ecuacio´n 3.92, y siendo δσy:
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δσy =
⎩⎝⎨
δσc si I1 < 0
1
2 (δσt + δσc) si I1 = 0
δσt si I1 > 0
(3.104)
con:
δσt =
∂σt
∂p
δp +
∂σt
∂˙
p δ˙
p
+
∂σt
∂θ
δθ (3.105)
δσc =
∂σc
∂p
δp +
∂σc
∂˙
p δ˙
p
+
∂σc
∂θ
δθ (3.106)
Finalmente, mediante operaciones algebraicas, se llega a una expresio´n
escalar de la forma:
h21 : δσ + h23δ
p + h24δθ + h25δΔλ = 0 (3.107)
donde h21 es un tensor de orden 2 y h23, h24 y h25 son escalares. El tensor
h21 resulta:
h21 = Δλ
∂φ
∂σ
+Δλ
)
∂2φ
∂σ∂σ
: √I[ t (3.108)
siendo el tensor de cuarto orden (≡)t definido como:
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(≡)tijkl ≤ (≡)klij (3.109)
El resto de coeficientes de la ecuacio´n 3.107 tienen las siguientes expre-
siones:
h23 = σ :
]
Δλ
)
∂2φ
∂σ∂¯p
+
1
Δt
∂2φ
∂σ∂ ˙¯p
[ {
Δ¯p
)
∂σy
∂¯p
+
1
Δt
∂σy
∂ ˙¯p
[
σy
(3.110)
h24 = σ :
)
Δλ
∂2φ
∂σ∂θ
[
Δ¯p
∂σy
∂θ
(3.111)
h25 = σ :
∂φ
∂σ
(3.112)
Diferenciacio´n de la ecuacio´n f8 = 0:
De la diferenciacio´n de la ecuacio´n 3.60 se tiene:
∂Φ
∂p
δp +
∂Φ
∂˙
pδ˙
p
+
∂Φ
∂θ
δθ +
6∫
k=1
∂Φ
∂σk
δσk = 0 (3.113)
que, introducido en la ecuacio´n 3.95, lleva a una expresio´n de la forma:
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h31 : δσ + h33δ
p + h34δθ = 0 (3.114)
donde h31 es un tensor de orden 2 y h33 y h34 son escalares, con los valores:
(h31)ij =
⎛
∂φ
∂σij
si i = j
1
2
∂φ
∂σij
si i {= j (i, j = 1, 2, 3) (3.115)
h33 =
∂φ
∂¯p
+
1
Δt
∂φ
∂ ˙¯p
(3.116)
h34 =
∂φ
∂θ
(3.117)
Diferenciacio´n de la ecuacio´n f9 = 0:
De la diferenciacio´n de la ecuacio´n 3.61 se tiene:
(
δρCpΔθ + ρCpδθ = β (δσyΔ
p + σyδ
p) si ˙ ≈ ˙0
δθ = 0 si ˙ < ˙0
(3.118)
donde δρ se puede expresar en funcio´n de δ mediante la diferenciacio´n
de la ecuacio´n 3.24:
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δρ =
)
ρ
1 +Δ : 1
[
δ : 1 (3.119)
Finalmente, mediante operaciones algebraicas, se llega a una expresio´n
del tipo:
(
h42 : δ+ h43δ
p + h44δθ = 0 si ˙ ≈ ˙0
δθ = 0 si ˙ < ˙0
(3.120)
donde h42 es un tensor de orden 2, y h43 y h44 son escalares:
h42 =
ρCpΔθ
1 +Δ : 1
1 (3.121)
h43 = β
]
Δ¯p
)
∂σy
∂¯p
+
1
Δt
∂σy
∂ ˙¯p
[
σy
{
(3.122)
h44 = ρCp
)
1
Δθ
σy
∂σy
∂θ
[
(3.123)
Obtencio´n del tensor tangente consistente:
A partir de las ecuaciones 3.114 y 3.120, se obtienen expresiones para δp
y δθ en funcio´n de δσ y δ:
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δθ =
(
n1 : δσ + n2 : δ si ˙ ≈ ˙0
0 si ˙ < ˙0
(3.124)
δp =
(
n3 : δσ + n4 : δ si ˙ ≈ ˙0
n5 : δσ si ˙ < ˙0
(3.125)
siendo:
n1 =
h43
h44h33 h34h43
h31 (3.126)
n2 =
h33
h44h33 h34h43
h42 (3.127)
n3 =
h44
h44h33 h34h43
h31 (3.128)
n4 =
h34
h44h33 h34h43
h42 (3.129)
n5 =
1
h33
h31 (3.130)
que, sustituidas en la ecuacio´n 3.107, permiten obtener δΔλ en funcio´n
de δσ y δ:
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δΔλ =
(
n6 : δσ + n7 : δ si ˙ ≈ ˙0
n8 : δσ si ˙ < ˙0
(3.131)
donde:
n6 =
h23h44 h24h43
h25 (h44h33 h34h43)
h31
1
h25
h21 (3.132)
n7 =
h24h33 h23h34
h25 (h44h33 h34h43)
h42 (3.133)
n8 =
1
h33h25
h31
1
h25
h21 (3.134)
Finalmente, sustituyendo las expresiones 3.124, 3.125 y 3.131 en la ecua-
cio´n 3.97, y haciendo uso de la relacio´n 3.90, se llega a:
A : δσ = B : δ (3.135)
donde A y B son los tensores de cuarto orden dados por:
A =
⎛
H11 + (h13 • n3 + h14 • n1 + h15 • n6) :√I si ˙ ≈ ˙0
H11 + (h13 • n5 + h15 • n8) :√I si ˙ < ˙0
(3.136)
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B =
⎛
H12 (h13 • n4 + h14 • n2 + h15 • n7) :√I si ˙ ≈ ˙0
H12 si ˙ < ˙0
(3.137)
La matriz tangente consistente, J , se calcula de manera inmediata a partir
de los tensores A y B.
3.4. Implementacio´n en ABAQUS
El algoritmo de integracio´n desarrollado ha sido implementado en el co´di-
go comercial de elementos finitos ABAQUS/Standard [99], a trave´s de
una subrutina de usuario de tipo UMAT [3] . El procedimiento se basa
en aplicar el algoritmo anterior para actualizar de manera incremental
las variables de estado en cada elemento del modelo y en cada instante
de tiempo de intere´s. Asimismo, es necesario calcular el tensor tangente
consistente en cada paso.
La Figura 3.2 muestra el diagrama de flujo del procedimiento nume´rico
aplicado en cada paso de integracio´n y que proporciona las variables de
intere´s del problema termomeca´nico.
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Figura 3.2: Diagrama de flujo del algoritmo nume´rico implementado.
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Cap´ıtulo 4
Procedimiento experimental
En este cap´ıtulo se presentan los ensayos experimentales realizados y sus
resultados.
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4.1. Introduccio´n
Se ha realizado un programa de ensayos en el laboratorio del Departa-
mento de Meca´nica de Medios Continuos y Teor´ıa de Estructuras de la
Universidad Carlos III de Madrid, utilizando un pol´ımero de referencia.
En primer lugar, se han llevado a cabo ensayos de caracter´ızacio´n meca´ni-
ca para obtener aquellas propiedades del material que constituyen los da-
tos de entrada del modelo nume´rico planteado. Posteriormente, con la fi-
nalidad de estudiar la influencia de la tensio´n hidrosta´tica y del invariante
J3 en el comportamiento termoviscopla´stico del material, se han realizado
ensayos espec´ıficos a distintas velocidades de deformacio´n y temperaturas.
Concretamente, se han realizado ensayos de compresio´n confinada y de
compresio´n-cortadura para obtener determinados para´metros del modelo,
y ensayos de Flexio´n en Tres Puntos en probetas en las que previamente
se ha realizado un orificio circular pasante en diferentes posiciones, con el
objetivo de validar dicho modelo.
El material utilizado en los ensayos ha sido un pol´ımero termopla´stico
amorfo, el Polimetilmetacrilato (PMMA), cuya estructura esta´ formada
por una cadena carbonatada en la que el sustituyente principal es un gru-
po funcional del tipo COOCH3. Destacan su alta resistencia meca´nica en
relacio´n a su densidad y su capacidad para transmitir la luz. Su resisten-
cia al impacto es de diez a veinte veces superior a la del vidrio, motivo por
el cual es utilizado como sustituto de e´ste en mu´ltiples aplicaciones inge-
nieriles. Tambie´n son destacables sus buenas propiedades como aislante
te´rmico y acu´stico, as´ı como su fa´cil mecanizacio´n y moldeo.
Las aplicaciones del PMMA son mu´ltiples. A temperatura ambiente, pue-
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de ser sometido a procesos de transformacio´n por arranque de viruta, pero
cuando se calienta por encima de la temperatura de transicio´n v´ıtrea se
convierte en un material tenaz, flexible, extensible, fa´cilmente deformable
en geometr´ıas complejas, y que adema´s puede ser moldeado y extruido. El
COOCH3 es adema´s muy resistente a los reactivos inorga´nicos acuosos,
lo que garantiza una alta resistencia a la intemperie en comparacio´n con
otros pol´ımeros termopla´sticos.
Este material ha incrementado su utilizacio´n respecto a otros, en aplica-
ciones de los sectores de la automocio´n, aerona´utico y biome´dico, entre
otros, as´ı como en aplicaciones estructurales y en la fabricacio´n de pro-
ductos industriales y de consumo. Fue uno de los primeros pol´ımeros
utilizados como material biome´dico, destacando su utilizacio´n en pro´tesis
o´seas y dentales, como material para reparar la co´rnea humana y en la
fabricacio´n de recipientes me´dicos.
En la Tabla 4.1 se muestran algunas de las propiedades f´ısicas y termo-
meca´nicas ma´s relevantes del PMMA (ve´anse, por ejemplo, [7, 15, 100,
101]).
4.2. Caracterizacio´n meca´nica del PMMA
Con el objetivo de obtener las propiedades meca´nicas del PMMA ne-
cesarias para el modelo nume´rico, se requiere caracterizar el material a
traccio´n y a compresio´n uniaxial, realizando ensayos a diferentes tempe-
raturas y velocidades de deformacio´n.
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Propiedad Unidades Valor
Densidad kg/m3 1170-1200
Mo´dulo de Young GPa 3.0-4.0
Coeficiente de Poisson - 0.40-0.42
Resistencia a la traccio´n MPa 75-100
Resistencia a la compresio´n MPa 100-125
Resistencia a la flexio´n MPa 80-110
Transmisio´n de luz % →90
I´ndice de refraccio´n - 1.49
Temperatura ma´xima de utilizacio´n oC 85-95
Temperatura de transicio´in v´ıtrea oC 100-105
Coeficiente de expansio´n te´rmica oC−1 5±10−5 8±10−5
Calor espec´ıfico J/kgoC 1440 1460
Tabla 4.1: Propiedades f´ısicas y termomeca´nicas del PMMA.
4.2.1. Ensayos de traccio´n uniaxial
Los ensayos de traccio´n uniaxial permitieron obtener la dependencia del
mo´dulo de Young y del l´ımite ela´stico a traccio´n con la temperatura y la
velocidad de deformacio´n.
4.2.1.1. Descripcio´n de las probetas
Aunque la geometr´ıa de la probeta de traccio´n en pol´ımeros esta´ norma-
lizada segu´n la norma UNE-53-023-94 (ver Figura 4.1), en PMMA dicha
geometr´ıa fue descartada, ya que para velocidades relativamente altas se
produc´ıa la rotura esponta´nea de la probeta en la seccio´n comprendida
entre el fuste y el radio de acuerdo, debido a la existencia de concentra-
dores de tensiones introducidos durante su mecanizado.
Por este motivo, se decidio´ utilizar probetas cuya geometr´ıa evitara po-
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Figura 4.1: Probeta normalizada (UNE-53-023-94).
sibles zonas de concentracio´n de tensiones durante su mecanizado. Las
probetas tienen la geometr´ıa que se muestra en la Figura 4.2, son planas
y han sido obtenidas a partir de una plancha comercial de PMMA de
10mm de espesor. La zona ma´s estrecha corresponde a la zona central,
que sera´ la seccio´n de ca´lculo de la tensio´n y deformacio´n.
Figura 4.2: Probeta utilizada en la caracterizacio´n a traccio´n del PMMA.
Debido a que la seccio´n transversal del fuste no es constante, es necesa-
rio realizar comprobaciones de validez de la geometr´ıa. La reduccio´n de
la seccio´n transversal en el fuste debe ser lo suficientemente suave para
asegurar que el estado de tensiones puede considerarse uniaxial.
Para comprobar este hecho, se ha realizado una simulacio´n nume´rica
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con el Me´todo de los Elementos Finitos en el co´digo comercial ABA-
QUS/Standard, cuyo objetivo es verificar que el estado tensional en la
zona central de la probeta es uniaxial. Para ello, se ha aplicado un des-
plazamiento de valor 2 mm en los extremos de la probeta (ver Figura
4.3), a una velocidad constante, y se ha considerado un material ela´stico
y lineal con mo´dulo de elasticidad 3 GPa y coeficiente de Poisson 0,41,
que son valores representativos del PMMA.
Figura 4.3: Estado de carga utilizado en la verificacio´n del estado tensional en la probeta.
En la simulacio´n se ha considerado un modelo 3D y se han tenido en
cuenta los tres planos de simetr´ıa del problema. Se ha empleado una malla
estructurada con elementos de tipo C3D8R de integracio´n reducida, y se
han utilizado dos taman˜os caracter´ısticos de los elementos, 0,5 y 1mm,
siendo los resultados obtenidos similares, con diferencias inferiores al 1%.
El campo tensodeformacional obtenido en la seccio´n central de la probe-
ta muestra que las tensiones en direccio´n longidutinal (σ11) son mucho
mayores que las obtenidas en las direcciones perpendiculares a la anterior
(σ22 y σ33). Asimismo, se observa que las tres son pra´cticamente uniformes
en la seccio´n central, como se puede apreciar en la Figura 4.4.
Se ha calculado el peso que representan las tensiones transversales, σ22
y σ33, frente a la longitudinal, σ11, obteniendo de media un 3,47% y un
0,11%, respectivamente, por lo que se puede considerar que el campo ten-
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Figura 4.4: Estado tensional obtenido en Abaqus.
sional es uniaxial en la seccio´n de ca´lculo. En una segunda comprobacio´n,
se ha calculado nume´ricamente el mo´dulo de elasticidad a partir de la
tensio´n y de la deformacio´n longitudinales promediadas en dicha zona,
obteniendo un valor de 3,08GPa, que supone una diferencia de un 2,7%
respecto al valor introducido como propiedad del material, recuperando
las propiedades ela´sticas introducidas en el modelo.
Por tanto, la geometr´ıa de probeta propuesta fue tomada como adecuada
para la caracterizacio´n del material en condiciones de traccio´n uniaxial.
Se ha disen˜ado un u´til fabricado en acero, a trave´s del cual fue aplicada la
fuerza sobre la probeta (ver Figura 4.5), evitando as´ı el contacto directo
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entre e´sta y las mordazas de la ma´quina de ensayos.
Figura 4.5: U´til auxiliar empleado en los ensayos de traccio´n del PMMA.
4.2.1.2. Realizacio´n del ensayo de traccio´n uniaxial
El ensayo de traccio´n uniaxial consiste en situar la probeta dentro del u´til,
como se mostro´ en la Figura 4.5, y aplicar una fuerza de traccio´n mono´to-
na creciente en sus extremos en una Ma´quina Universal de Ensayos, de
tal forma que la fuerza es transmitida a la probeta a trave´s del u´til des-
crito anteriormente. La ma´quina utilizada fue INSTRON modelo 8800, y
la carga aplicada era registrada mediante una ce´lula de carga de 100 kN
de carga ma´xima, mientras que la medida del alargamiento del fuste de
la probeta se realizo´ mediante un extenso´metro con una base de medida
nominal de 12,5 mm y ⊗5mm de recorrido. El control de temperatura
se efectuo´ empleando una ca´mara clima´tica que permite temperaturas de
utilizacio´n superiores a 300oC.
Durante la realizacio´n del ensayo se registraron los valores de la fuerza y
de la longitud de la base de medida del extenso´metro, y a partir de sus
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medidas se calcularon la tensio´n aplicada y la deformacio´n en la direccio´n
de aplicacio´n de la carga.
Los ensayos fueron realizados a temperaturas de 25, 45, 65 y 85oC, y a
velocidades de desplazamiento del cabezal de 1, 10, 100 y 1000mm/min,
en control de posicio´n. Se llevaron a cabo 4 ensayos para cada combinacio´n
de temperatura y velocidad.
4.2.1.3. Resultados obtenidos
A partir de los registros de cada ensayo, se obtuvo la correspondiente
curva tensio´n-deformacio´n verdaderas, discretizada en todos los instantes
de tiempo tk representativos del ensayo. Para ello, se realizo´ la hipo´tesis
de volumen constante, utilizada anteriormente por otros investigadores
en la caracterizacio´n de pol´ımeros [2].
La tensio´n, σt, y la deformacio´n longitudinal, , en un instante gene´rico,
tk, vienen dadas por:
σt (tk) =
Fk
A0
)
1 +
ΔLk
L0
[
(4.1)
 (tk) = ln
]
ΔLk + L0
L0
{
(4.2)
donde Fk y ΔLk son la carga y el alargamiento de la base de medida,
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respectivamente, A0 la seccio´n transversal inicial en la zona central de la
probeta, y L0 la longitud base del extenso´metro.
El mo´dulo de elasticidad a traccio´n, Et, se obtuvo realizando un ajuste
lineal en el tramo inicial de la curva tensio´n-deformacio´n. Como l´ımite
ela´stico inicial, se ha utilizado la tensio´n obtenida de la interseccio´n entre
la curva tensio´n-deformacio´n y la recta con pendiente Et que pasa por el
punto (ϵ = 0,001, σ = 0).
A continuacio´n, se calculo´ la curva tensio´n frente a deformacio´n pla´stica
equivalente, a trave´s de la relacio´n:
ϵ¯p (tk) = ϵ (tk)
σ (tk)
Et
(4.3)
y finalmente, la velocidad de deformacio´n pla´stica equivalente y la veloci-
dad de deformacio´n equivalente se estimaron utilizando diferencias finitas
centradas:
˙¯ϵp (tk) =
ϵ¯p (tk+1) ϵ¯
p (tk 1)
tk+1 tk 1
(4.4)
ϵ˙ (tk) =
ϵ (tk+1) ϵ (tk 1)
tk+1 tk 1
(4.5)
A cada ensayo se asociaron una velocidad de deformacio´n pla´stica equiva-
lente y una velocidad de deformacio´n equivalente promediadas en el tiem-
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po, calculadas como la media de las velocidades de deformacio´n pla´stica
equivalentes y de las velocidades de deformacio´n equivalentes de todos los
instantes de tiempo del ensayo, respectivamente, es decir:
˙¯p =
1
n
n∫
k=1
˙¯p (tk) (4.6)
˙¯ =
1
n
n∫
k=1
˙¯ (tk) (4.7)
Por tanto, se tiene, para cada ensayo:
σt = f (¯
p; θ, ˙¯p) (4.8)
Et = f (θ, ˙) (4.9)
donde θ es la temperatura.
En la Figura 4.6 se muestran la curvas tensio´n-deformacio´n obtenidas
promediando los 4 ensayos de cada tipo.
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Figura 4.6: Curvas tensio´n-deformacio´n a traccio´n obtenidas para el PMMA.
Se puede comprobar que, en todos los casos, el tramo inicial de la curva
tensio´n-deformacio´n es pra´cticamente lineal, por tanto, se confirma la va-
lidez del procedimiento de ca´lculo del mo´dulo de elasticidad, Et. Adema´s,
se verifica la influencia de la velocidad de deformacio´n en el comporta-
miento a traccio´n del PMMA, producie´ndose un incremento en el nivel
tensional al aumentar e´sta. Con respecto a la temperatura, se observa en
todos los casos una disminucio´n de la tensio´n al aumentar e´sta. Por otra
parte, la deformacio´n de rotura disminuye con la velocidad de deforma-
cio´n y aumenta con la temperatura.
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La Figura 4.7 muestra una comparativa que ilustra la influencia de la
temperatura y de la velocidad de deformacio´n en los resultados, donde se
representa, para todos los casos analizados, la tensio´n obtenida para una
deformacio´n de referencia de valor 0,02.
Figura 4.7: Variacio´n de la tensio´n a traccio´n con la temperatura y con la velocidad de
deformacio´n, para una deformacio´n de referencia de valor 0,02.
Se observa que la sensibilidad con la velocidad de deformacio´n disminuye
con la temperatura.
La Tabla 4.2 muestra los valores de Et(GPa) obtenidos para los casos ana-
lizados, observa´ndose que e´ste disminuye con la temperatura y aumenta
con la velocidad de deformacio´n, como era de esperar.
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aaaaaaaaaaaa
ϵ˙ (s−1)
θ (oC)
25 45 65 85
10−4 4,4⊗ 0,3 3,3⊗ 0,2 2,0⊗ 0,3 0,94⊗ 0,2
10−3 5,6⊗ 0,3 4,2⊗ 0,4 2,6⊗ 0,1 1,2⊗ 0,2
10−2 7,1⊗ 0,4 5,4⊗ 0,3 3,4⊗ 0,3 1,5⊗ 0,2
10−1 9,1⊗ 0,4 6,8⊗ 0,2 4,2⊗ 0,3 2,0⊗ 0,3
Tabla 4.2: Mo´dulo de Young a traccio´n, expresado en GPa, obtenido para cada tempe-
ratura y velocidad de deformacio´n.
4.2.2. Ensayos de compresio´n uniaxial
Los ensayos de compresio´n uniaxial permitieron obtener la dependencia
del mo´dulo de Young y del l´ımite ela´stico a compresio´n con la temperatura
y la velocidad de deformacio´n, requeridos por el modelo nume´rico descrito
en el Cap´ıtulo 3.
4.2.2.1. Descripcio´n de las probetas y realizacio´n del ensayo
El ensayo de compresio´n uniaxial consiste en aplicar sobre una probeta,
habitualmente cil´ındrica, una carga de compresio´n mono´tona y creciente.
La norma ISO 604:2003 describe el procedimiento que permite determinar
las propiedades a compresio´n en pol´ımeros, a temperatura ambiente y
en re´gimen cuasiesta´tico, donde se contempla la posibilidad de utilizar
probetas prisma´ticas, cil´ındricas o tubulares.
Sin embargo, en trabajos anteriores de otros autores se han utilizado
diferentes geometr´ıas de probeta no necesariamente coincidentes con las
especificadas por dicha norma. En la Tabla 4.3 se muestran distintos tipos
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de probeta utilizados en la caracterizacio´n de pol´ımeros en compresio´n
uniaxial.
Pol´ımero Geometr´ıa Dia´metro (mm) Longitud (mm) Referencia
PAI, PC y PMMA Cil´ındrica 6,35 6,35 [10]
PMMA Cil´ındrica 10,0 5,0 [2]
PC y PMMA Cil´ındrica 6,35 8,00 [102]
PC y PMMA Cil´ındrica 12,7 6,35 [103]
PMMA Cu´bica - 10,0 [104]
Tabla 4.3: Geometr´ıas utilizadas en la caracterizac´ıo´n de pol´ımeros en compresio´n cua-
siesta´tica.
Se observa una relacio´n de aspecto, L/d, comprendida entre 0,5 y 1,26,
as´ı como diversos dia´metros de probeta. En el presente trabajo se opto´ por
utilizar una relacio´n L/d = 1, y un dia´metro de 22mm. En la Figura 4.8
se muestra una probeta antes y despue´s de un ensayo de compresio´n.
Figura 4.8: Probeta de compresio´n uniaxial, antes y despue´s de un ensayo.
La probeta fue situada entre dos platos de compresio´n de una Ma´quina
Universal de Ensayos, y la fuerza se aplico´ directamente a la probeta me-
diante una compresio´n a velocidad del cabezal constante y en control de
posicio´n. La fuerza fue registrada por la ce´lula de carga, y el acortamiento
de la probeta fue medido directamente a partir del movimiento relativo
de los platos de compresio´n mediante un extenso´metro LVDT. Adicional-
mente, se ha utilizado un extenso´metro diametral que permite medir la
deformacio´n circunferencial en la probeta, y consecuentemente obtener el
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coeficiente de Poisson del material.
Previamente a la realizacio´n de cada ensayo se han lubricado las superfi-
cies de contacto entre la probeta y los platos, minimizando el rozamiento,
y por tanto el abarrilamiento de la misma. El nu´mero de repeticiones y
las velocidades y temperaturas consideradas son los mismos que en los
ensayos de traccio´n, as´ı como la ma´quina de ensayos, la ce´lula de carga y
la ca´mara clima´tica utilizadas.
4.2.2.2. Resultados Obtenidos
A partir de la curva carga-desplazamiento registrada para cada ensayo, y
utilizando de nuevo la hipo´tesis de volumen constante, se obtuvieron las
correspondientes tensiones y deformaciones:
√σ (tk)√= √Fk√
A0
)
1
√ΔLk√
L0
[
(4.10)
√ (tk)√= ln
]
L0
L0 √ΔLk√
{
(4.11)
donde √Fk√y √ΔLk√son la carga aplicada y el acortamiento en el instante
tk, respectivamente, L0 la longitud inicial y A0 el a´rea inicial de la seccio´n
central de la probeta. El mo´dulo de elasticidad, Ec, y el l´ımite ela´stico
inicial, σ0yc, se calcularon ana´logamente al caso de traccio´n.
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Posteriormente, se obtuvieron la deformacio´n pla´stica equivalente, la ve-
locidad de deformacio´n pla´stica equivalente y la velocidad equivalente:
¯p (tk) = √ (tk)√ √σ (tk)√
Et
(4.12)
˙¯p (tk) =
¯p (tk+1) ¯
p (tk 1)
tk+1 tk 1
(4.13)
˙ (tk) =
√ (tk+1)√ √ (tk 1)√
tk+1 tk 1
(4.14)
obteniendo por tanto, para cada ensayo:
σc = f (¯
p; θ, ˙¯p) (4.15)
Ec = f (θ, ˙) (4.16)
En la Figura 4.9 se muestran la curvas tensio´n-deformacio´n promedio
obtenidas para cada velocidad de deformacio´n y temperatura.
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Figura 4.9: Curvas tensio´n-deformacio´n a compresio´n obtenidas para el PMMA.
El comportamiento del PMMA a compresio´n muestra una zona de ablan-
damiento anterior al endurecimiento del material hasta rotura, debido a
la estructura molecular caracter´ıstica de este tipo de materiales.
Adema´s, se observa que un aumento en la velocidad de deformacio´n o una
disminucio´n de la temperatura producen un incremento en la tensio´n para
un valor dado de la deformacio´n. En los ensayos, no fue posible alcanzar
la rotura de las probetas, debido a la limitacio´n de 100kN en la ce´lula de
carga, observa´ndose que las deformaciones alcanzadas son mucho mayores
que en traccio´n.
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La Tabla 4.4 muestra los valores de Ec (GPa) obtenidos para los casos
analizados.
aaaaaaaaaaaa
ϵ˙ (s−1)
θ (oC)
25 45 65 85
10−4 2,0⊗ 0,2 1,8⊗ 0,1 1,3⊗ 0,2 0,51⊗ 0,2
10−3 3,1⊗ 0,4 2,4⊗ 0,3 1,3⊗ 0,3 0,71⊗ 0,1
10−2 3,5⊗ 0,3 2,4⊗ 0,2 1,9⊗ 0,2 0,92⊗ 0,2
10−1 4,4⊗ 0,3 3,3⊗ 0,4 2,4⊗ 0,3 1,4⊗ 0,2
Tabla 4.4: Mo´dulo de Young a compresio´n, expresado en GPa, obtenido para cada
temperatura y velocidad de deformacio´n.
Se observa que, igual que ocurr´ıa para traccio´n uniaxial, el mo´dulo de
Young disminuye con la temperatura y aumenta con la velocidad de de-
formacio´n.
Con respecto a la medida del coeficiente de Poisson, se ha encontrado
que e´ste no var´ıa excesivamente con la temperatura y la velocidad de
deformacio´n, siendo la ma´xima diferencia de un 4%. El valor promedio
obtenido, y que sera´ considerado constante, es 0,41.
La Figura 4.10 muestra una comparativa que ilustra la influencia de la
temperatura y de la velocidad de deformacio´n en los resultados, donde se
representa, para todos los casos analizados, la tensio´n obtenida para una
deformacio´n de referencia de valor 0,4.
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Figura 4.10: Variacio´n de la tensio´n a compresio´n con la temperatura y la velocidad de
deformacio´n, para una deformacio´n de referencia de valor 0,4.
Al igual que ocurr´ıa en traccio´n uniaxial, la sensibilidad a la velocidad de
deformacio´n disminuye al aumentar la temperatura.
4.2.3. Resumen de resultados
Se ha caracterizado el comportamiento del PMMA en traccio´n y compre-
sio´n uniaxial, obteniendo las curvas tensio´n-deformacio´n para distintas
velocidades de ensayo y temperaturas, comprendidas entre 10 4 y 10 1s 1
y 25 y 45oC, respectivamente. Se ha expuesto el procedimiento de ca´lculo
que permite obtener el mo´dulo de elasticidad en funcio´n de la temperatu-
ra y de la velocidad de deformacio´n de cada ensayo, as´ı como la tensio´n
en funcio´n de la temperatura y de la deformacio´n pla´stica equivalente, ex-
presiones que se resumen en las ecuaciones 4.17-4.20, y que son requeridas
por el modelo nume´rico desarrollado en el Cap´ıtulo 3.
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Et = f (θ, ϵ˙) (4.17)
Ec = f (θ, ϵ˙) (4.18)
σt = f (ϵ¯
p; θ, ˙¯ϵp) (4.19)
σc = f (ϵ¯
p; θ, ˙¯ϵp) (4.20)
Los resultados obtenidos muestran que, en todos los casos, se produce un
endurecimiento al aumentar la velocidad de deformacio´n y un ablanda-
miento al aumentar la temperatura.
Asimismo, para una misma temperatura y velocidad de deformacio´n, la
tensio´n es mayor en compresio´n que en traccio´n, en torno a 1,4 1,5 veces.
Con respecto al mo´dulo de Young, se observa en ambos casos que e´ste
aumenta con la velocidad de deformacio´n y disminuye con la temperatura.
Adema´s, los resultados muestran que la sensibilidad a la velocidad de
deformacio´n disminuye con la temperatura.
Los resultados esta´n de acorde con los obtenidos por otros autores, como
se puede comprobar en la Figura 4.11, donde se presenta una comparativa
entre las curvas tensio´n-deformacio´n a compresio´n obtenidas para 25 y
65oC y para 10
4
y 10 2 s 1, y las mostradas por Nasraoui et al. [2] en
su trabajo.
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Figura 4.11: Comparativa de las curvas tensio´n-deformacio´n obtenidas a compresio´n y
las mostradas por Nasraoui et al. [2].
4.3. Ensayos de compresio´n confinada
4.3.1. Introduccio´n
Para analizar experimentalmente la influencia que presenta la triaxialidad
en el comportamiento de materiales, es necesario recurrir a te´cnicas de
ensayo en las que la probeta objeto de ana´lisis posea un nivel de tensio´n
hidrosta´tica que proporcione los niveles de triaxialidad deseados. Bajo
este contexto, se pueden encontrar en la literatura un gran nu´mero de
estudios en materiales meta´licos y polime´ricos, entre otros, como se de-
tallo´ en el Cap´ıtulo 2.
Como punto de partida, se establece el trabajo de Forquin et al. [105] rea-
lizado en 2012, donde se estudio´ el comportamiento meca´nico del PMMA
mediante ensayos de compresio´n confinada a velocidades de deformacio´n
comprendidas entre 10 3 y 103 s 1. Los ensayos fueron realizados en una
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ma´quina universal de ensayos, siendo el dispositivo experimental el mos-
trado en la Figura 4.12. Se consideraron dos diferentes materiales en el
confinamiento: lato´n y una aleacio´n de aluminio de alta resistencia, al-
canza´ndose presiones hidrosta´ticas de hasta 600MPa.
Figura 4.12: Dispositivo experimental del ensayo de compresio´n confinada.
En la presente tesis, se han realizado ensayos cuasiesta´ticos de compresio´n
confinada en probetas de PMMA, a diferentes temperaturas y velocidades
de deformacio´n, con el objetivo de comparar los resultados con los obteni-
dos por el modelo nume´rico implementado en el Cap´ıtulo 3. En particular,
se han comparado la tensio´n hidrosta´tica y la tensio´n equivalente de Von
Mises obtenidas por ambos procedimientos. Se han realizado ensayos de
compresio´n confinada que inducen altos niveles de tensio´n hidrosta´tica,
alcanzando valores cercanos a 800MPa. Adema´s, se ha variado la tem-
peratura desde 25 hasta 85oC, as´ı como la velocidad de aplicacio´n de la
carga, desde 0,2mm/min hasta 200mm/min, realizando 4 repeticiones
para cada combinacio´n.
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4.3.2. Procedimiento experimental
Una probeta cil´ındrica de PMMA de dia´metro 16mm y longitud 16mm
se encuentra inicialmente confinada en una cavidad cil´ındrica de acero
de alta resistencia tipo 42CrMo4 [106]. En la Figura 4.13 se muestra
un esquema de la disposicio´n inicial, mientras que en la Figura 4.14 se
observan la probeta, el confinamiento y las tapas auxiliares utilizados.
Figura 4.13: Esquema experimental de los ensayos de compresio´n confinada.
Figura 4.14: Probeta, confinamiento y tapas auxiliares utilizados.
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En la Tabla 4.5 se muestra una comparativa entre las dimensiones de
probeta y el espesor del confinamiento, t(mm), que utilizaron Rittel y
Brill [50] y Forquin et al. [105] en sus ensayos de compresio´n confinada
en PMMA, frente a las consideradas en este trabajo.
Material D(mm) L(mm) t(mm) Autores
PMMA 6.0 6.0 0.3-0.7 Rittel y Brill [50]
PMMA 10.0 14.0 6.0 Forquin et al. [105]
PMMA 16.0 16.0 7.0 Trabajo actual
Tabla 4.5: Comparativa de diferentes geometr´ıas de probeta utilizadas por diversos au-
tores en ensayos de compresio´n confinada.
El confinamiento utilizado tiene dia´metros interior y exterior 16,1 mm
y 30 mm, respectivamente, y longitud 18 mm. El dia´metro interior del
confinamiento es 0,1mm mayor que el de la probeta, permitiendo as´ı que
e´sta pueda ser alojada en su interior cuando la temperatura del ensayo
sea superior a la ambiente, ya que el coeficiente de dilatacio´n te´rmica del
PMMA es sensiblemente mayor que el del acero utilizado. En los extremos
libres de la probeta se situ´an 2 tapas auxiliares cil´ındricas de dia´metro
16,1mm y longitud 8mm, del mismo material que el confinamiento, con
la finalidad de transmitir el movimiento axial de los platos a la probeta.
En la posicio´n central de la superficie exterior del confinamiento se dispo-
ne una banda extensome´trica, que tiene como finalidad medir la deforma-
cio´n circunferencial en esa posicio´n durante el ensayo. En una Ma´quina
Universal de Ensayos, los platos de compresio´n ejercen una compresio´n
sobre la probeta, registrando la fuerza mediante una ce´lula de carga y
la distancia comprimida mediante el movimiento relativo de los platos,
medido con un extenso´metro LVDT.
Adicionalmente, se ha aplicado un lubricante en todas las superficies de
contacto, para evitar posibles efectos que pueda tener la friccio´n entre
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las superficies en los resultados obtenidos. Forquin et. al., en su trabajo
[105], analizaron los efectos de la friccio´n en probetas confinadas de PM-
MA, y concluyeron que su influencia era pra´cticamente inapreciable. No
obstante, a trave´s del lubricante se ha contrarrestado cualquier posible
efecto de la friccio´n en los resultados obtenidos.
El objetivo es establecer un procedimiento que permita calcular la ten-
sio´n equivalente de Von Mises, σVM , y la tensio´n hidrosta´tica, σh, en la
probeta durante el ensayo, a partir de variables medibles, como son la
longitud h de la probeta (ve´ase la Figura 4.15) y la deformacio´n circun-
ferencial registrada por la banda extensome´trica del confinamiento, bθ.
Alternativamente a la tensio´n hidrosta´tica, es comu´n utilizar la presio´n
hidrosta´tica, ph, que se define como ph = σh.
Figura 4.15: Altura h de contacto entre la probeta y el confinamiento.
Para ello, fue necesario recurrir a te´cnicas nume´ricas adicionales, as´ı como
caracterizar experimentalmente el material del confinamiento. Se obtuvie-
ron expresiones del tipo:
σradial = f1 
b
θ, h
∣
(4.21)
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θ = f2 
b
θ, h
∣
(4.22)
A continuacio´n, se calcularon la tensio´n y deformacio´n axiales, σaxial y
axial, a partir de la fuerza registrada y de la longitud instanta´nea de la
probeta, F y h:
σaxial =
√F√
π (R0 +ΔR (θ, h))
2 (4.23)
axial = ln
h
h0
(4.24)
con:
ΔR = R0θ (4.25)
siendo R0 y h0 el radio y la longitud iniciales de la probeta, respectiva-
mente. Finalmente, se calcularon la tensio´n de Von Mises y la presio´n
hidrosta´tica a partir de las tensiones axial y radial:
σVM = √σaxial σradial√ (4.26)
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ph = √σh√=
((((σaxial + 2σradial3
(((( (4.27)
Recapitulando, las ecuaciones 4.21-4.27 proporcionan expresiones que per-
miten calcular la tensio´n de Von Mises y la presio´n hidrosta´tica experi-
mentales, a partir de las variables medidas en el ensayo, F , h y bθ. Para
ello, es imprescindible caracterizar el comportamiento a traccio´n del ma-
terial del confinamiento en el re´gimen de intere´s.
4.3.3. Tensio´n radial y deformacio´n circunferencial en la pro-
beta
El primer objetivo que se plantea es obtener expresiones anal´ıticas que
permitan calcular σradial y θ en la probeta, en funcio´n de las variables 
b
θ
y h medidas durante el ensayo.
Para ello, se han realizado simulaciones nume´ricas que suponen, como
hipo´tesis, que el material del confinamiento es ela´stico y lineal. En ellas,
se ha utilizado como mo´dulo de elasticidad el valor de referencia Eref =
200GPa, mientras que el coeficiente de Poisson utilizado es ν = 0,33.
Como se detallara´ ma´s adelante, los resultados sera´n extrapolados a otros
valores de mo´dulo de elasticidad obtenidos de la caracterizacio´n del ma-
terial, E = E (˙, θ), mientras que ν podra´ suponerse constante e indepen-
diente de la temperatura y de la velocidad de deformacio´n.
En las simulaciones, se ha utilizado un modelo axilsime´trico que consi-
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dera elementos CAX4R de 4 nodos con integracio´n reducida, siendo el
taman˜o caracter´ıstico de cada elemento de valor 0,1mm. Se han simula-
do 5 valores distintos de h, comprendidos entre 14mm y 16mm, rango
que se corresponde con el experimental, para posteriormente interpolar
los resultados a dicho intervalo de manera continua.
El procedimiento utilizado en cada simulacio´n consiste en imponer un
valor de σradial, y obtener el correspondiente de ϵ
b
θ para cada valor de h
prefijado (ver esquema en Figura 4.16).
Figura 4.16: (a) Esquema para la obtencio´n de σradial en funcio´n de h y ϵ
b
θ (Eref =
200GPa, ν = 0,33). (b) Distribucio´n de ϵbθ para σradial = 800MPa y h = 15mm.
Despue´s, se interpolan las expresiones para cualquier valor de h compren-
dido entre 14 y 16 mm, y finalmente se extrapola el resultado para un
valor de E gene´rico diferente de Eref , utilizando la hipo´tesis de que el
material del confinamiento es ela´stico y lineal.
Siguiendo dicho procedimiento, se obtiene la siguiente expresio´n:
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σradial (θ, ˙, h) = f(h)±E (θ, ˙)
Eref
bθ , 14mm ≥ h ≥ 16mm (4.28)
con
f(h) = 8,4343±108 h2 3,3463±1013 h+ 5,6889±1011∣ Pa [h en m]
(4.29)
donde E (θ, ˙) se obtiene de la caracterizacio´n meca´nica del material del
confinamiento, y Eref = 200 GPa, siendo el para´metro de ajuste R
2 ob-
tenido de la interpolacio´n 0,999996.
Por otra parte, se requiere tambie´n la obtencio´n de una expresio´n que
permita calcular la deformacio´n circunferencial en la probeta, θ, en fun-
cio´n de bθ y h. Para ello, se utiliza el esquema nume´rico anterior (Figura
4.16). El procedimiento consiste en obtener nume´ricamente θ a partir de
bθ, E y h, siguiendo un procedimiento similar al utilizado para el ca´lculo
de la tensio´n radial. La expresio´n obtenida es:
θ (θ, ˙, h) = g(h)±E (θ, ˙)
Eref
bθ , 14mm ≥ h ≥ 16mm (4.30)
con
g(h) = 755,3750 h2 30,3369 h+ 1,6014
∣
[h en m] (4.31)
Procedimiento experimental 107
y E0 = 200GPa, siendo R
2 = 0,999987.
4.3.4. Caracterizacio´n del material del confinamiento
Se han realizado ensayos de traccio´n uniaxial a diferentes temperaturas y
velocidades de deformacio´n sobre probetas de acero de alta resistencia de
tipo 42CrMo4. Para ello, se han utilizado probetas como las mostradas
en la Figura 4.17. La deformacio´n axial se ha medido por medio de un
extenso´metro longitudinal, mientras que la deformacio´n circunferencial se
ha obtenido utilizando un extenso´metro diametral.
Figura 4.17: Esquema acotado y fotograf´ıa de la probeta de traccio´n uniaxial utilizada
para caracterizar experimentalmente el acero de alta resistencia de tipo 42CrMo4.
Los ensayos fueron realizados a temperaturas de 25, 45, 65 y 85oC, mien-
tras que las velocidades de deformacio´n consideradas fueron 10 4, 10 3,
10 2 y 10 1 s 1, realizando 4 repeticiones para cada combinacio´n.
Los resultados mostraron un l´ımite ela´stico superior a 800MPa en todos
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los casos, siendo el comportamiento lineal hasta este valor. El mo´dulo
de elasticidad medido disminuye con la temperatura y pra´cticamente no
var´ıa con la velocidad de deformacio´n. En la Tabla 4.6 se presentan los
valores obtenidos, E (GPa):
aaaaaaaaaaaa
ϵ˙ (s−1)
θ (oC)
25 45 65 85
10−1 220,2⊗ 3,4 210,2⊗ 4,7 202,4⊗ 3,0 185,1⊗ 3,5
10−2 218,0⊗ 2,5 211,7⊗ 1,6 198,0⊗ 2,9 184,2⊗ 2,4
10−3 215,3⊗ 3,3 206,9⊗ 3,2 197,6⊗ 5,4 182,3⊗ 1,0
10−4 215,9⊗ 4,1 203,7⊗ 0,8 189,6⊗ 2,2 184,8⊗ 3,1
Tabla 4.6: Mo´dulo de elasticidad del acero de alta resistencia 42CrMo4, expresado en
GPa, en funcio´n de la temperatura y de la velocidad de deformacio´n.
El coeficiente de Poisson obtenido a partir de las medidas de los ex-
tenso´metros es 0,33, y pra´cticamente es independiente de la velocidad de
deformacio´n y de la temperatura, en los rangos considerados.
En los ensayos de compresio´n confinada, el nivel tensional del acero del
confinamiento no va a superar el l´ımite ela´stico, como se mostrara´ ma´s
adelante a trave´s de la tensio´n radial en la probeta, por tanto, en las
consideraciones posteriores, se va a suponer material ela´stico y lineal con
mo´dulo de elasticidad dependiente de la temperatura y de la velocidad
de deformacio´n, y coeficiente de Poisson de valor 0,33.
4.3.5. Resultados
En las Figuras 4.18-4.21 se muestran la evolucio´n de la tensio´n equivalente
de Von Mises y de la presio´n hidrosta´tica con la deformacio´n axial, calcu-
ladas a trave´s de los ensayos y de las simulaciones adicionales (Ecuaciones
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4.26 y 4.27), para las distintas temperaturas y velocidades de deforma-
cio´n.
Figura 4.18: Variacio´n de la tensio´n equivalente de Von Mises y de la presio´n hidrosta´tica
con la deformacio´n axial (T = 25oC).
Figura 4.19: Variacio´n de la tensio´n equivalente de Von Mises y de la presio´n hidrosta´tica
con la deformacio´n axial (T = 45oC).
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Figura 4.20: Variacio´n de la tensio´n equivalente de Von Mises y de la presio´n hidrosta´tica
con la deformacio´n axial (T = 65oC).
Figura 4.21: Variacio´n de la tensio´n equivalente de Von Mises y de la presio´n hidrosta´tica
con la deformacio´n axial (T = 85oC).
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En las gra´ficas anteriores se observa que, tanto la tensio´n equivalente de
Von Mises como la presio´n hidrosta´tica, presentan una alta sensibilidad
a la temperatura y a la velocidad de deformacio´n. Ambas aumentan con
la velocidad de deformacio´n y disminuyen con la temperatura.
La Figura 4.22 ilustra esta tendencia, mostrando la tensio´n equivalente
de Von Mises y la presio´n hidrosta´tica en funcio´n de la temperatura y de
la velocidad, para una deformacio´n axial arbitraria de valor 0,1. Se puede
ver, adema´s, que la sensibilidad a la velocidad de deformacio´n disminuye
con la temperatura.
Figura 4.22: Tensio´n equivalente de Von Mises y presio´n hidrosta´tica en funcio´n de la
temperatura y de la velocidad del ensayo (ϵaxial = 0,1).
4.4. Ensayos de compresio´n-cortadura
4.4.1. Introduccio´n
En la presente seccio´n, se va a analizar la influencia del para´metro de
Lode, ξ, en el comportamiento del PMMA. En particular, cobra especial
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relevancia la funcio´n ψ del criterio de plastificacio´n del modelo planteado
(ecuacio´n 3.9).
Teniendo en cuenta la definicio´n del para´metro de Lode dada por la ecua-
cio´n 2.15, la funcio´n ψ se puede escribir como:
ψ =
8
7
)
1
1
8
ξ2
[
(4.32)
cuyo valor se encuentra comprendido entre 1 y 8/7, que se corresponden
con traccio´n o compresio´n uniaxial, y con cortadura pura, respectivamen-
te, como se resume en la Tabla 4.7.
Estado ξ ψ
Traccio´n uniaxial 1 1
Compresio´n uniaxial -1 1
Cortadura pura 0 8/7
Tabla 4.7: Valores de ξ y ψ en estados de traccio´n y compresio´n uniaxiales y cortadura
pura.
Por tanto, para analizar la influencia de ξ en el comportamiento del mate-
rial, es necesario que el estado tensional inducido proporcione valores de
ψ pro´ximos a 8/7, ya que de lo contrario, con ψ pro´xima a 1, se recuperan
el modelo de Drucker-Prager para n = 1 o el modelo de Raghava para
n = 2, que no tienen en cuenta el invariante J3.
Se concluye, por tanto, que es suficiente con que el tensor de tensiones
contenga componentes tangenciales que predominen sobre las dema´s, lo
que implica que la probeta experimente un comportamiento pro´ximo al de
cortadura pura. Bajo este contexto, se pueden encontrar en la literatura
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un gran nu´mero de estudios en materiales meta´licos y polime´ricos, entre
otros, como se mostro´ en el Cap´ıtulo 2.
4.4.2. Procedimiento experimental
Se han realizado ensayos de compresio´n-cortadura en probetas de tipo
SCS con el objetivo de analizar la influencia del del invariante J3 en el
comportamiento meca´nico del PMMA, a diferentes temperaturas y velo-
cidades de solicitacio´n.
Se han realizado 4 repeticiones para cada combinacio´n de velocidad (0,2,
2, 20 y 200mm/min) y temperatura (25, 45, 65 y 85oC), obteniendo las
curvas fuerza-desplazamiento. Las dimensiones de las probetas son las que
se muestran en la Figura 4.23.
Figura 4.23: Probetas de tipo SCS utilizadas.
El ensayo consiste en aplicar una fuerza mono´tona creciente a compresio´n
aplicada en las caras superior e inferior de la probeta a trave´s de los
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platos de compresio´n de la Ma´quina Universal de Ensayos, hasta rotura.
Se registraron los valores de la fuerza aplicada, utilizando una ce´lula de
carga, y del desplazamiento comprimido, a trave´s de un extenso´metro
LVDT. En la Figura 4.24 se muestra una probeta sin deformar y con
deformacio´n pla´stica posterior a un ensayo.
Figura 4.24: Probeta antes y despue´s de un ensayo de compresio´n-cortadura.
4.4.3. Resultados
La Figura 4.25 muestra las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas en los
ensayos de compresio´n-cortadura.
Se observa que para un desplazamiento dado la fuerza aplicada aumenta
con la velocidad y disminuye con la temperatura. Estas diferencias se
pueden apreciar de manera conjunta en Figura 4.26, donde se muestra la
fuerza medida para un determinado desplazamiento arbitrario (2mm), en
funcio´n de la temperatura y de la velocidad de solicitacio´n.
A la vista de los resultados, se extrae que a medida que aumenta la
temperatura, la sensibilidad a la velocidad de deformacio´n disminuye.
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Figura 4.25: Curvas fuerza-desplazamiento obtenidas en los ensayos de compresio´n-
cortadura.
Figura 4.26: Evolucio´n de la fuerza con la temperatura y la velocidad (d = 2mm).
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4.5. Ensayos de validacio´n global
En esta seccio´n se analiza la influencia conjunta de los invariantes I1, J2
y J3 y de la velocidad de deformacio´n en el comportamiento meca´nico
del PMMA, teniendo en consideracio´n los diferentes comportamientos a
traccio´n y a compresio´n que presenta el material.
4.5.1. Introduccio´n
En secciones anteriores se han mostrado procedimientos experimentales
que permiten analizar de manera independiente la influencia de los inva-
riantes I1 y J3, sin embargo, no se han considerado los posibles efectos
que puedan producir ambos invariantes de manera simulta´nea.
Para abordar este ana´lisis, se han realizado ensayos de Flexio´n en Tres
Puntos en probetas en las que se ha practicado previamente un orificio
circular pasante en diferentes posiciones, con el objetivo de inducir un es-
tado tensional complejo en la probeta que incorpore estos dos invariantes,
junto con J2, de forma significativa.
4.5.2. Procedimiento experimental
Se han ensayado en Flexio´n en Tres Puntos 2 tipos distintos de probeta
con diferentes posiciones del orificio (ver Figura 4.27), con 2 espesores
distintos cada una (10 y 20mm), situando los apoyos de manera sime´trica
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a una distancia un 80% de la longitud total.
Figura 4.27: Dimensiones de los tipos de probeta considerados en los ensayos de valida-
cio´n (espesores 10 y 20mm).
Los ensayos han sido realizados en una Ma´quina Universal de ensayos,
y durante los mismos se han registrado la carga en el punto central de
la probeta, F , y el desplazamiento vertical del punto de aplicacio´n de
la fuerza, d. La Figura 4.28 muestra la configuracio´n experimental del
ensayo.
Figura 4.28: Dispositivo experimental de los ensayos de Flexio´n en Tres Puntos en pro-
betas con orificio circular pasante.
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Se han realizado 4 repeticiones para cada una de las velocidades del cabe-
zal de la ma´quina seleccionadas, 0,02, 0,2 y 2mm/min, siendo la tempe-
ratura constante y de valor 40oC en todos los casos. La Tabla 4.8 muestra
los distintos tipos de ensayo descritos.
Tipo Geometr´ıa Espesor (mm) Velocidades ensayadas (mm/min)
I (a) 10 0,02, 0,2 y 2
II (b) 10 0,02, 0,2 y 2
III (a) 20 0,02, 0,2 y 2
IV (b) 20 0,02, 0,2 y 2
Tabla 4.8: Casos ensayados en Flexio´n en Tres Puntos (T = 40oC).
4.5.3. Resultados
En la Figura 4.29 se muestran las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas
en los ensayos descritos anteriormente.
Los resultados muestran de manera clara la sensibilidad del material a la
velocidad de deformacio´n, observa´ndose que la fuerza necesaria para pro-
ducir un desplazamiento dado aumenta con la velocidad de deformacio´n.
La Figura 4.30 muestra una comparativa entre los resultados obtenidos,
donde se observa que la fuerza obtenida para un espesor e = 20mm es
aproximadamente el doble que para e = 10mm, como era de esperar.
Se comprueba tambie´n que las fuerzas aplicadas para un desplazamiento
dado son similares para orificio lateral y centrado, para un mismo espesor
y misma velocidad de ensayo.
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Figura 4.29: Curvas fuerza-desplazamiento experimentales correspondientes a los ensayos
de Flexio´n en Tres Puntos.
Figura 4.30: Comparativa de las curvas fuerza-desplazamiento experimentales corres-
pondientes a los ensayos de Flexio´n en Tres Puntos.
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Cap´ıtulo 5
Calibracio´n y validacio´n del modelo
propuesto
En este cap´ıtulo se presentan la calibracio´n y la validacio´n del modelo
propuesto, contrastando los resultados experimentales con sus correspon-
dientes predicciones nume´ricas.
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5.1. Introduccio´n
El el presente Cap´ıtulo se va a ajustar el modelo de comportamiento
propuesto, calculando los valores de n y de N que se corresponden con
los resultados experimentales expuestos en el Cap´ıtulo 4. Para ello, se
va a utilizar una subrutina de usuario de tipo UMAT para introducir el
modelo en el co´digo comercial de Elementos Finitos ABAQUS.
Posteriormente se realizara´ la validacio´n, comparando los resultados ex-
perimentales obtenidos en los ensayos de Flexio´n en Tres Puntos descritos
en el Cap´ıtulo 4 con sus correspondientes nume´ricos.
Para´metros del modelo nume´rico desarrollado en el Cap´ıtulo 3:
A continuacio´n se recuerdan las ecuaciones ma´s relevantes del modelo
nume´rico, junto con los valores utilizados para los distintos para´metros
que aparecen en ellas (ve´ase la Tabla 4.1), habie´ndose considerado e´stos
constantes e independientes de la temperatura y de la velocidad de de-
formacio´n:
Relacio´n entre tensiones y deformaciones:
σ˙ = C : ϵ˙ C : ϵ˙p C : ϵ˙θ (5.1)
C = C (E, ν) (5.2)
El mo´dulo de Young, E, fue obtenido de la caracterizacio´n experi-
mental del material, en funcio´n de la temperatura y de la velocidad
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de deformacio´n. El coeficiente de Poisson medido es 0,41.
Evolucio´n de la deformacio´n pla´stica y de la deformacio´n por incre-
mento te´rmico:
˙p = λ˙
∂Φ
∂σ
, ˙θ = α θ˙1 (5.3)
donde el coeficiente de dilatacio´n te´rmica, α, se ha tomado 7±10 5oC 1.
Variacio´n de la densidad:
ρ˙ = ρ˙ : 1 (5.4)
La densidad inicial utilizada es ρ0 = 1190 kg/m
3.
Variacio´n de la temperatura:
(
ρCpθ˙ = β σ : ˙
p si ˙ ≈ ˙0
θ˙ = 0 si ˙ < ˙0
(5.5)
El calor espec´ıfico a presio´n constante utilizado es Cp = 1450J/Kg
oC
(ve´ase la Tabla 4.1). El para´metro de Taylor-Quinney para el PMMA
ha sido obtenido de la bibliograf´ıa [2], β = 0,5.
Criterio de plastificacio´n:
φ (σ) = ψN
)∇
3J2
σt
[ n
+
mn 1
m+ 1
I1
σt
m mn 1 + 1
∣
m+ 1
(5.6)
ψ =
8
7
)
1
27
32
J23
J32
[
, m =
σc
σt
(5.7)
σt = σt (¯
p, ˙¯p, θ) , σc = σc (¯
p, ˙¯p, θ) (5.8)
donde las tensiones de fluencia a traccio´n y a compresio´n, σt y σc, res-
pectivamente, han sido obtenidos de la caracterizacio´n experimental.
124 Ec. constitutivas de materiales termoviscopla´sticos. Aplicacio´n a un pol´ımero de uso estructural
Los para´metros n y N recogen, respectivamente, la influencia de los
invariantes I1 y J3 en el comportamiento del material. Ghorbel uti-
lizo´ N = 1 para incorporar el efecto de J3, mientras que con N = 0
anulo´ esta dependencia. Concluyo´ que para la mayor´ıa de pol´ımeros
considerados en su estudio, el para´metro n tomaba los valores enteros
1 o´ 2, concretamente, afirmo´ que n = 2 reproduc´ıa aceptablemente
el comportamiento elastopla´stico de la mayor´ıa de los pol´ımeros, en
particular del PMMA.
Equivalencia del trabajo pla´stico:
σ : ˙p = σy ˙¯
p
(5.9)
σy =
⎩⎝⎨
σc si I1 < 0
1
2 (σt + σc) si I1 = 0
σt si I1 > 0
(5.10)
En el presente cap´ıtulo, se van a calibrar los para´metros n y N a partir
de los ensayos de compresio´n confinada y de compresio´n-cortadura, para
posteriormente validar el modelo utilizando los resultados experimentales
de los ensayos de Flexio´n en Tres Puntos.
5.2. Determinacio´n del valor del para´metro n
Los ensayos de compresio´n confinada han sido simulados nume´ricamente
con el objetivo de analizar co´mo influye n en el modelo de comportamien-
to. Como se justifico´ anteriormente, los efectos del invariante J3 cobran
especial importancia cuando los mecanismos de deformacio´n predominan-
tes son de cortadura, y no son relevantes en compresio´n confinada, por
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tanto los resultados sera´n similares si se toma N = 0 o´ N = 1. Se ha
tomado N = 0, hecho que reduce el tiempo computacional.
Se ha utilizado un modelo axilsime´trico que tiene en cuenta la simetr´ıa del
problema, y cuyo mallado utiliza elementos CAX4H de 4 nodos, siendo su
taman˜o caracter´ıstico de 0,2mm. El acero del cilindro de confinamiento
y de las tapas auxiliares se ha modelizado como un material ela´stico y
lineal, con coeficiente de Poisson 0,33 y mo´dulo de Young dependiente de
la temperatura y la velocidad de deformacio´n, segu´n mostro´ la Tabla 4.6.
En la Figura 5.1 se muestra el modelo utilizado.
Figura 5.1: Condiciones de contorno y simetr´ıas utilizadas en el modelo nume´rico.
Se ha impuesto un desplazamiento axial de compresio´n en cada tapa que,
como se ha comprobado previamente, genera tensiones en el confinamien-
to inferiores al l´ımite ela´stico, evitando as´ı la plastificacio´n del mismo.
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Se han tenido en cuenta diferentes temperaturas y velocidades de apli-
cacio´n de la carga, y se han considerado distintos valores de n, con el
objetivo de calcular la tensio´n de Von Mises y la presio´n hidrosta´tica pre-
sentes en la probeta en cada caso y compararlas con las obtenidas a partir
de los ensayos. Los casos analizados se corresponden con velocidades de
aplicacio´n de la carga 0,2, 2, 20 y 200mm/min, y con las temperaturas
25, 45, 65 y 85oC, que coinciden con las ensayadas.
En todos los casos, se ha observado que la presio´n hidrosta´tica es pra´cti-
camente independiente del valor de n, por tanto esta variable tensional no
se ha utilizado en la calibracio´n de dicho para´metro. La Figura 5.2 ilustra
este hecho, para una temperatura de 45oC y una velocidad de 2mm/min.
Figura 5.2: Evolucio´n de la presio´n hidrosta´tica con la deformacio´n axial, para n = 1, 2, 3,
mostrando tambie´n la correspondiente experimental (v = 2mm/min, T = 45oC).
Primeramente, se han analizado las velocidades 0,2, 2 y 20mm/min, que
se corresponden con velocidades de deformacio´n inferiores a 0,1 s 1, no
siendo necesario tener en cuenta posibles incrementos te´rmicos por defor-
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macio´n pla´stica. Posteriormente, se muestra la velocidad 200 mm/min,
que supone una velocidad de deformacio´n de valor 0,2 s 1, y que s´ı tiene
en cuenta este efecto.
Velocidades 0,2, 2 y 20mm/min:
A continuacio´n, se muestra la evolucio´n de la tensio´n equivalente de Von
Mises frente a la deformacio´n axial, obtenidas nume´rica y experimental-
mente, para las distintas temperaturas. En las Figuras 5.3-5.5 se muestran
las curvas correspondientes, para valores de n de 1, 2 y 3.
Figura 5.3: Tensio´n equivalente frente a deformacio´n axial, v = 0,2mm/min
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Figura 5.4: Tensio´n equivalente frente a deformacio´n axial, v = 2mm/min
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Figura 5.5: Tensio´n equivalente frente a deformacio´n axial, v = 20mm/min
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Los resultados obtenidos muestran, en todos los casos, que la curva nume´ri-
ca n = 1 es lineal y se encuentra por encima de su correspondiente experi-
mental, mientras que n = 2 y n = 3 se situ´an por debajo y no son lineales.
Asimismo, se observa que la tensio´n equivalente de Von Mises para n = 2,
valor recomendado por Ghorbel, representa un error de aproximadamente
un 5% respecto a la obtenida en los ensayos.
Velocidad 200mm/min:
Para el caso particular de 200mm/min, que equivale a una velocidad de
deformacio´n aproximada de valor 0,2s 1, el proceso de deformacio´n es su-
ficientemente ra´pido como para que pueda tenerse en cuenta la proporcio´n
de trabajo pla´stico que se transforma en incremento te´rmico.
La Figura 5.6 muestra la diferencia de considerar calentamiento por de-
formacio´n pla´stica frente a no considerarlo, mostrando la variacio´n de
la tensio´n equivalente de Von Mises con la deformacio´n axial para las
temperaturas de estudio.
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Figura 5.6: Tensio´n equivalente frente a deformacio´n axial, v = 200mm/min
Se observa que las curvas para n = 1 se situ´an, como ocurr´ıa para las
velocidades inferiores, por encima de su correspondiente experimental,
mientras que para n = 2 se encuentran por debajo. Adema´s, las curvas
nume´ricas que tienen en cuenta calentamiento por deformacio´n pla´stica
se situ´an alrededor de un 5% por debajo de las que no lo consideran.
A la vista de los resultados, se concluye que en todos los casos analizados
la curva nume´rica para n = 2 se aproxima cualitativamente bien a los
resultados experimentales, afirmacio´n que se corresponde con la realizada
por Ghorbel.
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Las curvas nume´ricas que expresan la tensio´n equivalente de Von Mises
frente a la deformacio´n axial para distintos valores de n, permiten calibrar
el valor n que ajusta el modelo al correspondiente experimental.
Se ha comprobado que el valor n = 1,85 proporciona errores menores de
3% en todos los casos considerados sin calentamiento por deformacio´n
pla´stica. La Figura 5.7 muestra, a modo de ejemplo, el ajuste para una
temperatura de 45oC y una velocidad de 20mm/min.
Figura 5.7: Tensio´n equivalente frente a deformacio´n axial, 45oC, 20mm/min
Con respecto a la consideracio´n de incremento te´rmico por deformacio´n
pla´stica, es decir, para los casos de velocidad 200mm/min, se han calcula-
do las diferencias entre las predicciones nume´ricas con y sin calentamiento,
utilizando n = 1,85, y las curvas experimentales. Los errores no superan
el 3% para el modelo que no considera calentamiento por deformacio´n
pla´stica, mientras que para el modelo que tienen en cuenta incremento de
temperatura en la probeta las diferencias ma´ximas son de un 2,5%. Por
tanto, se concluye que el modelo nume´rico mejora ligeramente sus predic-
ciones si se tiene en cuenta incremento te´rmico por deformacio´n pla´stica.
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La Figura 5.8 muestra esta mejor´ıa para una temperatura de 25oC.
Figura 5.8: Tensio´n equivalente frente a deformacio´n axial, 25oC, 200mm/min, n = 1,85
5.3. Efecto del para´metro de Lode
Se han realizado simulaciones que reproducen nume´ricamente los ensayos
de compresio´n-cortadura. Se ha utilizado n = 1,85, obtenido anteriormen-
te. El tiempo computacional se ha reducido teniendo en cuenta la simetr´ıa
del problema, y el mallado utiliza elementos C3D8H de 8 nodos, siendo
su taman˜o caracter´ıstico 0,5mm. Se ha impuesto un desplazamiento axial
a compresio´n en los extremos de la probeta, que va a inducir un estado
tensional homoge´neo de cortadura pura en la zona entallada, hecho que
maximiza el valor de la funcio´n ψ del criterio de plastificacio´n considerado
en el modelo de comportamiento, y que permite evaluar su influencia. La
Figura 5.9 muestra las condiciones de contorno del modelo.
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Figura 5.9: Condiciones de contorno del modelo nume´rico de los ensayos de compresio´n-
cortadura.
Como se puede observar, sobre la probeta se aplica un desplazamiento
vertical en la superficie superior de la probeta, mientras que la cara infe-
rior ve restringido su desplazamiento en esa direccio´n.
En el ana´lisis se han comparado, para cada temperatura y velocidad de
ensayo, la curva fuerza-desplazamiento experimental con su correspon-
diente nume´rica obtenida, y que considera la influencia del invariante J3
en el criterio de plastificacio´n (N = 1). Adicionalmente, tambie´n se mues-
tran los resultados para N = 0, es decir, anulando el efecto de J3 en el
comportamiento del material.
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5.3.1. Comparacio´n de resultados nume´ricos y experimentales
En las Figuras 5.10-5.13 se muestran las curvas fuerza-desplazamiento
obtenidas experimentalmente, y su comparacio´n con las correspondientes
nume´ricas. En este caso no se tiene en cuenta calentamiento por defor-
macio´n pla´stica, hecho que se analizara´ ma´s adelante.
Figura 5.10: Curvas fuerza-desplazamiento nume´ricas y experimental para T = 25oC.
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Figura 5.11: Curvas fuerza-desplazamiento nume´ricas y experimental para T = 45oC.
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Figura 5.12: Curvas fuerza-desplazamiento nume´ricas y experimental para T = 65oC.
138 Ec. constitutivas de materiales termoviscopla´sticos. Aplicacio´n a un pol´ımero de uso estructural
Figura 5.13: Curvas fuerza-desplazamiento nume´ricas y experimental para T = 85oC.
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En todos los casos se observa que los resultados nume´ricos que tienen en
cuenta el invariante J3 (N = 1) se aproximan ma´s a los experimentales
que los obtenidos cuando esta influencia es anulada (N = 0).
En el caso particular de 200 mm/min, que equivale a una velocidad de
deformacio´n superior a 0,1 s 1 comprobada nume´ricamente, se tendra´ en
cuenta incremento te´rmico en la probeta. Cabe resaltar que para las velo-
cidades inferiores a esta u´ltima, tambie´n se ha verificado que no se alcanza
la velocidad de deformacio´n de 0,1 s 1.
Velocidad 200mm/min
En las Figuras 5.14-5.15 se comparan, para cada valor de temperatura
inicial, la curva experimental frente a la nume´rica con y sin calentamiento
por deformacio´n pla´stica, teniendo en cuenta en ambas el invariante J3
en el modelo utilizado.
Figura 5.14: Curvas fuerza-desplazamiento nume´ricas y experimental para 200mm/min,
y temperaturas 25oC y 45oC, con y sin calentamiento por deformacio´n pla´stica
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Figura 5.15: Curvas fuerza-desplazamiento nume´ricas y experimental para 200mm/min,
y temperaturas 65oC y 85oC, con y sin calentamiento por deformacio´n pla´stica
Se comprueba que para una velocidad de 200 mm/min la prediccio´n
nume´rica mejora si se tiene en cuenta calentamiento por deformacio´n
pla´stica, siendo el error pro´ximo a un 5%.
Los resultados muestran que las curvas nume´ricas se aproximan ma´s a
la experimental si se tiene en cuenta el invariante J3 en el modelo de
comportamiento utilizado, es decir, si se toma N = 1. En todos los casos,
se obtienen diferencias menores del 10% entre la curva experimental y la
nume´rica con influencia de J3.
5.3.2. Influencia del para´metro n en los ensayos de compresio´n-
cortadura
A continuacio´n, se analiza la influencia que produce el para´metro n en
los resultados obtenidos en un ensayo de compresio´n-cortadura. Para ello,
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se ha considerado el caso con temperatura 45oC y velocidad 2mm/min.
Se han realizado simulaciones nume´ricas para n = 1,75 y n = 2,00, y
comparado sus curvas fuerza-desplazamiento, obteniendo diferencias en
torno a un 0,8%, como puede apreciarse en la Figura 5.16.
Figura 5.16: Curvas fuerza-desplazamiento para 2mm/min y 45oC, considerando n =
1,75 y n = 2,00.
Por tanto, se concluye que los resultados obtenidos en los ensayos nume´ri-
cos de compresio´n-cortadura no var´ıan apreciablemente con n, en el en-
torno de n = 1,85, valor obtenido de la calibracio´n de dicho para´metro.
De esta manera, puede considerarse como desacoplado el ajuste de N
respecto a dicha calibracio´n, como era de esperar, ya que en los ensayos
de compresio´n cortadura la tensio´n hidrosta´tica en la regio´n que presenta
deformacio´n pla´stica es pra´cticamente inapreciable.
5.4. Validacio´n global del modelo
Los ensayos Flexio´n en Tres Puntos del Cap´ıtulo 4 se llevaron a cabo
con la finalidad de validar el modelo propuesto, que ha sido calibrado
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previamente obteniendo n = 1,85 y N = 1. A continuacio´n se desarrollan
las simulaciones nume´ricas necesarias para realizar dicha validacio´n.
5.4.1. Modelo nume´rico
Se han llevado a cabo simulaciones en ABAQUS con el objetivo de im-
plementar el modelo nume´rico y comparar sus resultados con los experi-
mentales correspondientes. Las geometr´ıas de probeta son las utilizadas
en los ensayos de Flexio´n en Tres Puntos: la longitud de las probetas es
100mm, la distancia entre apoyos utilizada es 80mm, el canto es 20mm y
los posibles espesores 10 y 20mm. Se ha tenido en cuenta la simetr´ıa del
problema, modelizando 1/4 de la probeta en el caso de orificio centrado
y 1/2 cuando e´ste no lo esta´.
La Figura 5.17 muestra las condiciones de contorno y el mallado utilizados
en las probetas con orificio lateral, siendo similar para el caso de orificio
centrado.
Figura 5.17: Condiciones de contorno y mallado utilizados en las simulaciones de Flexio´n
en Tres Puntos (e = 20mm).
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En el mallado se utilizan elementos C3D8H de 8 nodos con integracio´n
h´ıbrida, siendo su taman˜o caracter´ıstico 0,5mm. El desplazamiento ver-
tical es aplicado a la probeta a velocidad constante mediante un cilindro
de acero de 10 mm de dia´metro, que se ha modelizado como material
ela´stico y lineal con mo´dulo de Young 210 GPa y coeficiente de Poisson
0,3. Los apoyos inferiores han sido igualmente modelizados como cilindros
de acero.
Cabe destacar que se ha comprobado nume´ricamente que en la probeta
no se supera en ningu´n caso la velocidad de deformacio´n de 0,1 s 1, por
tanto no se ha considerado incremento te´rmico por deformacio´n pla´stica.
Se han tenido en cuenta 2 modelos constitutivos diferentes para el com-
portamiento del PMMA:
Modelo (a): modelo que considera todas las ecuaciones planteadas en el
Cap´ıtulo 3, con valores n = 1,85 y N = 1 en el criterio de plastificacio´n,
obtenidos de la calibracio´n.
φ = ψ
)∇
3J2
σt
[ 1,85
+
m1,85 1
m+ 1
±I1
σt
m m0,85 + 1
∣
m+ 1
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8
7
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1
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J23
J32
[
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Las propiedades f´ısicas del PMMA tienen los mismos valores utilizados
en secciones anteriores, y no se tiene en cuenta calentamiento por defor-
macio´n pla´stica.
Modelo (b): para analizar la mejor´ıa del modelo propuesto, se ha uti-
lizado como referencia un segundo modelo que no tiene en cuenta las
influencias de I1 y de J3, cuyo criterio de plastificacio´n supone una ge-
neralizacio´n del criterio de Von Mises tradicional, siendo aplicable a ma-
teriales con distinto comportamiento a traccio´n y a compresio´n, y que
recoge la influencia de la temperatura y la velocidad de deformacio´n:
√
3J2 =
⎩⎝⎨
σt (¯
p, ˙¯p, θ) si I1 > 0
1
2 (σt (¯
p, ˙¯p, θ) + σc (¯
p, ˙¯p, θ)) si I1 = 0
σc (¯
p, ˙¯p, θ) si I1 < 0
(5.13)
Las curvas fuerza-desplazamiento obtenidas con ambos modelos se com-
parara´n con las correspondientes experimentales.
5.4.2. Comparacio´n de resultados nume´ricos y experimentales
Las Figuras 5.18-5.20 muestran una comparativa de las curvas fuerza-
desplazamiento obtenidas experimentalmente con las calculadas nume´ri-
camente por los modelos (a) y (b), para los tipos de probeta utilizados
y para distintas velocidades de aplicacio´n del desplazamiento (Tabla 4.8):
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Figura 5.18: Curvas fuerza-desplazamiento para la velocidad 0,02mm/min
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Figura 5.19: Curvas fuerza-desplazamiento para la velocidad 0,2mm/min
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Figura 5.20: Curvas fuerza-desplazamiento para la velocidad 2mm/min
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Se puede observar que los resultados del modelo propuesto mejoran las
predicciones hechas por el criterio de Von Mises modificado en todos los
casos estudiados. En particular, se observan diferencias menores del 10%
entre la curva experimental y la correspondiente al modelo de compor-
tamiento propuesto, mientras que los errores obtenidos con la curva del
modelo de Von Mises modificado eran pro´ximos al 20%.
5.4.3. Influencia del espesor
Como se menciono´ anteriormente, el modelo nume´rico desarrollado en la
presente Tesis ha sido implementado mediante una subrutina de usuario
de tipo UMAT, con la finalidad de aplicarlo en el Me´todo de los Elementos
Finitos que incorpora ABAQUS. Es de vital importancia tener presente
que la subrutina requiere conocer el tipo de problema que se quiere resol-
ver, desde el punto de vista de si se trata de un modelo unidimensional,
bidimensional o tridimensional. A este respecto, el modelo desarrollado
en el Cap´ıtulo 3 puede ser implementado en cualquiera de los supuestos
anteriores.
Como se mostro´ en el presente Cap´ıtulo, las simulaciones de los ensayos
de compresio´n confinada fueron realizadas con un modelo axilsime´trico,
mientras que los de compresio´n-cortadura y de Flexio´n en Tres puntos se
implementaron en un modelo tridimensional. Es importante recalcar que
es habitual resolver determinados problemas tridimensionales mediante
modelos 2D, simplificacio´n que generalmente induce la pe´rdida la infor-
macio´n relevante a lo largo espesor del so´lido objeto de estudio, si bien
es cierto que en muchos casos dicha aproximacio´n proporciona resultados
aceptables invirtiendo un tiempo computacional sensiblemente inferior.
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Para analizar si el modelo propuesto recoge estos aspectos, a continuacio´n
se muestran varios ana´lisis en este sentido.
5.4.3.1. Variacio´n de la presio´n hidrosta´tica a lo largo del espesor
La Figura 5.21 muestra la variacio´n de la presio´n hidrosta´tica en distintos
planos del espesor de la probeta, para la velocidad 0,02 mm/min y la
probeta tipo III (orificio laterial y espesor 20mm), para un desplazamiento
vertical de referencia de valor 5 mm. Los planos considerados son los
correspondientes al plano de simetr´ıa (z = 0), a un plano intermedio
(z = e/4) y a la superficie libre (z = e/2).
Figura 5.21: Variacio´n de la presio´n hidrosta´tica a lo largo del espesor: (a) z = 0, (b)
z = e/4, (c) z = e/2.
Se observa una distribucio´n diferente en las tres secciones consideradas.
La evolucion de los resultados en los distintos planos del espesor destaca
el caracter tridimensional del problema analizado.
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5.4.3.2. Distribucio´n tensional a lo largo del espesor
En las Figuras 5.22-5.24 se muestra, para un desplazamiento de 5mm,
la distribucio´n de tensiones normales σx, σy y σz a lo largo del espesor,
para la probeta Tipo IV con orificio centrado y espesor 20mm, y para la
velocidad de 0,02mm/min.
Figura 5.22: Distribucio´n de tensiones segu´n la direccio´n longitudinal, σx.
Figura 5.23: Distribucio´n de tensiones segu´n la direccio´n vertical, σy.
Se observa que las fibras inferiores de la probeta presentan un compor-
tamiento a traccio´n, mientras que la regio´n que soporta dicha carga se
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Figura 5.24: Distribucio´n de tensiones segu´n la direccio´n del espesor, σz.
encuentra a compresio´n, como era de esperar. Adema´s, con respecto a la
tensio´n en direccio´n del espesor, de comprueba que la superficie libre de
la probeta se encuentra sometida a un comportamiento pro´ximo a tensio´n
plana, donde dicha tensio´n tiende a ser nula, mientras que en el interior
de la probeta el comportamiento es pro´ximo a deformacio´n plana.
Se ha comprobado que las componentes tensionales analizadas presentan
una distribucio´n no uniforme a lo largo espesor de la probeta, por tanto
se verifica de nuevo que el modelo nume´rico 3D utilizado reproduce las
variaciones de propiedades a lo largo del espesor, en contraposicio´n a los
modelos 2D tradicionales.
5.4.3.3. Distribucio´n de deformacio´n pla´stica equivalente en la probeta
Se han realizado simulaciones nume´ricas adicionales para el caso de pro-
beta con orificio pasante en el centro de la misma, para las cuales se han
considerado distintos espesores comprendidos entre 5 y 20mm. Se ha uti-
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lizado una velocidad de aplicacio´n de la carga de 0,2mm/min, mientras
que el taman˜o caracter´ıstico de los elementos de la malla utilizada es
0,2mm. En la Figura 5.25 se muestra la deformacio´n pla´stica equivalente
presente en la probeta.
Figura 5.25: Distribucio´n de deformacio´n pla´stica equivalente en la probeta, e = 20mm,
d = 3mm.
Se observa que la deformacio´n pla´stica equivalente es superior en la su-
perficie interior del orificio ma´s alejada al punto de aplicacio´n de la carga,
as´ı como una variacio´n a lo largo del espesor de la probeta, observa´ndose
que e´sta crece desde la superficie de la probeta (plano z = e/2) hasta el
plano de simetr´ıa de la misma (plano z = 0).
Adicionalmente, se han llevado a cabo simulaciones bidimensionales que
consideran tensio´n y deformacio´n planas, con la finalidad de compararlas
con las anteriores. Los resultados obtenidos se presentan en la Figura
5.26, donde se representa co´mo var´ıa a lo largo del espesor la deformacio´n
pla´stica equivalente normalizada con la obtenida en deformacio´n plana,
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para la regio´n descrita anteriormente.
Figura 5.26: Distribucio´n a lo largo del espesor, y en la zona de intere´s, de la deformacio´n
pla´stica equivalente normalizada.
La distribucio´n de deformacio´n pla´stica equivalente es similar para to-
dos los espesores analizados, con menores diferencias en la zona central
y mayores en la superficie libre de la probeta. Por tanto, de nuevo se
pone de manifiesto la importancia de utilizar modelos 3D en determina-
dos problemas de la meca´nica de so´lidos, frente a los modelos cla´sicos
2D, especialmente en so´lidos con zonas que presentan concentradores de
tensiones, como es el caso actual.
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Cap´ıtulo 6
Conclusiones y trabajo futuro
En este cap´ıtulo se presentan las conclusiones y los trabajos futuros de
esta Tesis Doctoral.
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6.1. Conclusiones
En esta Tesis Doctoral se ha desarrollado un modelo nume´rico que permi-
te analizar el comportamiento termoviscopla´stico de los pol´ımeros. Este
modelo incorpora los invariantes I1, J2 y J3, adema´s de recoger la posible
diferencia entre el comportamiento a traccio´n y compresio´n, la influencia
de la velocidad de deformacio´n y de la temperatura.
El modelo de comportamiento ha sido implementado en un co´digo co-
mercial de Elementos Finitos, mediante un procedimiento de integracio´n
impl´ıcita de las ecuaciones, con la finalidad de comparar las predicciones
nume´ricas con resultados experimentales. El modelo ha sido aplicado me-
diante una subrutina de usuario de tipo UMAT, que puede ser utilizada
en problemas unidimensionales, bidimensionales y tridimensionales.
Para la calibracio´n y validacio´n del modelo, se ha utilizado PMMA como
material de referencia, que ha sido previamente caracterizado a traccio´n
y a compresio´n uniaxial.
Se ha ajustado el para´metro n mediante ensayos de compresio´n confina-
da a distintas temperaturas y velocidades de deformacio´n, en probetas
cil´ındricas de PMMA que ven restringido su movimiento radial debido
a un alojamiento de acero de alta resistencia, de tipo 42CrMo4. Se ha
concluido que en todos los casos la prediccio´n nume´rica para un valor
n = 2 presenta un error menor que n = 1 respecto a la obtenida experi-
mentalmente, afirmacio´n que se corresponde con la que realiza Ghorbel
en su trabajo. Se ha calibrado el modelo nume´rico, ajustando el para´me-
tro n tal que la prediccio´n se corresponde con el resultado experimental,
obteniendo un valor n = 1,85 que produce una desviacio´n ma´xima de un
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3%, aproximadamente. Se ha comprobado que el para´metro N no afecta
al comportamiento del material en compresio´n confinada, por tanto la
calibracio´n de n no se ve afectada por este para´metro.
Por otra parte, se ha estudiado el efecto del para´metro de Lode, o equiva-
lentemente J3, en el comportamiento del PMMA, ajustando el para´metro
N tal que se tiene en cuenta el invariante J3 (N = 1) o se anulan sus efec-
tos (N = 0). Para ello, se han realizado ensayos de compresio´n-cortadura
a diferentes temperaturas y velocidades de deformacio´n, en probetas tipo
SCS, comparando las curvas fuerza-desplazamientos experimentales con
sus correspondientes predicciones nume´ricas. Se ha concluido que el mo-
delo con invariante J3 proporciona mejores resultados que si no se tiene
en cuenta, siendo los errores menores del 10% para el modelo de compor-
tamiento propuesto, utilizando el valor n = 1,85 obtenido anteriormente.
Por tanto, se establece N = 1.
Finalmente, se han realizado ensayos de Flexio´n en Tres Puntos en pro-
betas con un orificio pasante en distintas posiciones, con la finalidad de
validar el modelo y comprobar que mejora las predicciones respecto a un
modelo de Von Mises que tiene en cuenta la influencia de la temperatura,
la velocidad de deformacio´n y las diferencias entre traccio´n y compresio´n.
Se observan diferencias menores del 10% entre la curva experimental y la
correspondiente al modelo nume´rico, mientras que los errores obtenidos
con la curva del modelo de comportamiento de Von Mises eran pro´ximos
al 20%, confirmando que el nuevo modelo genera mejores resultados en
sus predicciones. Adema´s, se ha analizado co´mo influye el espesor de la
probeta en los resultados obtenidos, respecto a una posible modelizacio´n
2D, ponie´ndose de manifiesto la importancia de utilizar modelos 3D en
deterinados problemas de la meca´nica de so´lidos.
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En todos los casos estudiados, una mayor velocidad de deformacio´n o me-
nor temperatura producen un mayor nivel tensional para una deforma-
cio´n dada, o equivalentemente, una mayor fuerza para un desplazamiento
prefijado, hechos que se corresponden con los resultados extra´ıdos de la
caracterizacio´n del material, y con los encontrados en la literatura.
Por otra parte, se han comparado los resultados obtenidos teniendo en
cuenta incremento de temperatura por deformacio´n pla´stica, comproban-
do que, en los casos analizados, se mejora el resultado respecto a si no se
tiene en cuenta este hecho.
6.2. Trabajos futuros
Algunas de las l´ıneas de investigacio´n que se pueden llevar a cabo a partir
de esta Tesis Doctoral son las siguientes:
Calibrar y validar el modelo de comportamiento desarrollado a otros
pol´ımeros termopla´sticos, a trave´s de ensayos experimentales simila-
res a los realizados para el PMMA.
Incorporar al modelo planteado feno´menos de dan˜o, pudiendo ser
e´ste aplicado a feno´menos de fractura con ininciacio´n y crecimiento
de fisuras en el material.
Implementar otros modelos de comportamiento distintos al plantea-
do, aplicables a otros materiales no necesariamente polime´ricos, que
puedan tener en cuenta tambie´n los invariantes tensionales I1, J2 y
J3, la temperatura y la velocidad de deformacio´n, as´ı como posibles
diferencias entre los comportamientos a traccio´n y a compresio´n.
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